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Resumd] O Programa Espacial Brasileiro comegou a ser projetado em 1961, quatro anos apés o lancamento do primeiro satélite

0 Sputnik 1. Nesses cinguienta anos foram criados centros de pesquisas para o desenvolvimento de projetos espaciais que incluem
a criagdo de foguetes, satélites e bases de langamento. Hoje, vérias instituicdes brasileiras, governamentais e privadas, desenvol-
vem pesquisas na area de tecnologia espacial para a produgéo de foguetes e misseis. Do ponto de vista de defesa nacional exis-
tem diversas empresas voltadas a fabricagdo de misseis, tais como Avibras e Mectron (Organizagdo Odebrecht). Desta forma a
tecnologia de misseis tem evoluido aceleradamente desde os seus inicios dado pelo primeiro foguete balistico V2. Nos dias de
hoje diversos estudos sao realizados voltados a trajetoria, estrutura, controle, eletrdnica, propulsdo e guiagem de misseis. O pre-
sente trabalho pretende abordar a andlise da trajetéria de um missil balistico considerando efeitos gravitacionais e de arrasto at-
mosférico.
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1 Introducao gagdo que a principio ndo pertence ao escopo desta
pesquisa. Em contrapartida, no voo livre a trajetéria

Do ponto de vista da defesa nacional existem al-€ Parte de uma orbita conica — quase sempre uma
gumas empresas voltadas a produgdo de produtogl'pse - que podemos analisar usando os principios
bélicos. A Avibras IndGstria Aeroespacial e a Mec- 4@ mecanica envolvendo 2 corpos. Na reentrada
tron (Organizacdo Odebrecht) atuam no desenvolvi-€Xiste a dissipagéo de energia por atrito com a atmos-
mento e fabricacdo de produtos de alta tecnologia €& o _
valor agregado, tanto para uso civil como militar. ~ AS hipoteses iniciais a serem assumidas s&o
Trata-se de sistemas complexos como armamento§asicamente: planeta Terra como irrotacional
inteligentes, sistemas avidnicos, radares, equipamen(@uséncia de Rotacdo), altitudes de ponto final de
tos para satélites entre outros componentes que exfdueima e reentrada iguais.
gem capgcitqgég; técn_icas nas mais diversas ér.ea.s da p formulacdo matematica inicia-se com a
engenharia. E nitido o interesse do governo brasnelrodeﬁnigao de um parametro adimensiona,

em manter em pleno funcionamento as empresagypresso em fungdo do parametro gravitacional, 1,
especializadas em produtos bélicos, pois 0s mercadoggymo:

internacionais globalizados podem transformar-se em
mercados consumidores fortalecendo as exportagoes. 0 v _vr 1)

Além disso, este tipo de tecnologia possibilitaria GMera M
um alto poder de dissuas@o as acdes internacionais G = 6,6738410" (kg 5?) Mena= 5.9710"%g.
comprometedoras a integridade nacional que, por
ventura, estivessem a fim de usufruir dos recursos Na Figura 1 € possivel identificar a geometria da
naturais recentemente descobertos e atualmente cobirajetoria e as variaveis de interesse para realizagéo
cados devido ao alto valor econdmico agregado. dos calculos (Bate et al. 1971).

Ybo

2 Modelos Matematicos

A trajetéria de um missil balistico é composta
basicamente de trés etapas na qual a primeira delas é
0 voo propulsionado que se refere desde o momento
de langamento até o corte de empuxo no ponto final
de queima, a segunda etapa € composta pelo periodo
de voo livre que constitui a maior parte da trajetoria
e, a reentrada, que comeca em um ponto indefinido
da atmosfera na qual a forca de arrasto deve ser leva-
da em consideracao, até o ponto de impacto. Sabe-se
gue a energia € continuamente adicionada ao missil
durante a fase de voo propulsionado, 0 que impossi-
bilita 0 uso da mecénica de 2 corpos para determinar
o caminho entre o langamento até o ponto final de Figura 1. Geometria da trajet6ria de um missil balistico.
gueima. A trajetéria do missil nesta parte critica de
voo é determinada pelo sistema de guiagem e nave-

ponto final de queima

Y

ponto de reentrada

DOI: 10.5540/03.2013.001.01.0174 0101741 © 2013 SBMAC


http://dx.doi.org/105540/03.2013.001.01.0173
http://dx.doi.org/10.5540/03.2013.001.01.0174

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 1, N. 1, 2013.

Os parametros séo:

Portanto, a Eq. (3) pode ser reescrita como:

I' - angulo de alcance de voo propulsionado;

¥ - angulo do alcance de voo livre; co{ﬂj T~ P (5)
2 er,
Q - angulo do alcance de reentrada;

A - angulo de alcance totdl« ¥+ Q);

Esta Ultima expresséo para o angulo de alcance de
Vio- velocidade no ponto final de queima; voo livre esta em funcéo gee, rp,, Porémp=hz/u e
h = rvcosd (h: momento angular). Ao utilizar a
definicdo deQ (Eq. 1) chega-se:

I'ho- distancia entre o centro da Terra ao ponto final de queima;

@y, - angulo de caminho de voo no ponto final de queima;

) o . C _rv%xosg _ (6)
Visto que a trajetéria de voo livre de um missil é p= =rQcos’y
uma secdo cbnica, a equacdo geral das conicas pode

ser aplicada no ponto final de queima.

Agora, uma vez que, = a (1-e?) entdo:

f = ﬁs(/b) (2)
e2=1-P @)
«e excentricidade da trajetoria; a
«p: semilatus rectum;
* v @anomalia verdadeira no ponto final de queima; Ao substituip = rQcos® ea = r/(2-Q), tem-se:
Ao isolar cosy,), obtém-se: ex= 1 QQ- 2co#(g) (8)

cospye) = P (3)

bo

Se substituirmos as Eqg. (6) e (8) na Eq. (5)
teremos uma nova forma de expressar a equacao de
alcance de voo livre para as condicbes expressas no
ponto final de queima.

v _ 1- Q,, 08’ @, 9)
Co{ 2) Y+ Qi - Ao Q)

Na Figura 3 nés temos o desenho do horizonte
local bem como a tangente e a normal no ponto de
burnout. A linha do ponto de burnout ao foco
secundario, F’, € chamada.l’

Figura 2. Trajetoria Simétrica.
. hyo: altitude do burnout;

. hre: altitude de re-entrada;

Ao assumir que a trajetoria de voo livre deve ser
simétrica (h, = he), metade do angulo de alcance de
voo livre, y, encontra-se em cada lado do semi-eixo
maior.

co{%) = —cosfy,) 4

Figura 3. Geometria da elipse.
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Ao derivar parcialmente a Eq. (13) em relacdo a

O angulo entre o horizonte local e a tangente Pbo € 8POS isolady/ddy, chega-se em:
(direcédo devy,) € 0 angulo de caminho de vaby,,
Uma vez que,, € perpendicular ao horizonte local e

a normal é perpendicular a tangente, o dngulo entre - mo{Z%oJ,ﬂj 14
o € @ normal também serd,, Depois de algum oy _ 2 (14)
algebrismo é possivel provar que o angulo enye 0@, CO{Z%OMJ_[Z—Q[)O]CO{I//)

'y € 2Py, Agora, basta se concentrar no triangulo 2 o 2

formado poiF, F' e o ponto de burnout. E conhecido

dois angulos deste triangulo e o terceiro pode ser

determinado pelo simples fato de que a soma dos Agora, basta igualar a Eq. (14) & zero. Deste
angulos internos de um triangulo é 180°. modo determina-sé,, como sendo:

F

1
Bo = Z(n_W) (15)
/"‘i"'z " ou seja,
18o°-(2¢ + L)
s 2g,+ ¥ =7 (16)
°T 272

Ao substituir a equacdo (16) na Eq. (13) e

| v isolandoQy,:
2
Y
) Zse{zj (17)
Qo = NN
F 1+ ser{zj
Figura 4. Triangulo formado pelos focos e o ponto final de
queima. Esta equacao é Util para determinar o menor valor
de Qpoque ird atingir um determinado angulo
Ao dividir este triangulo em dois triangulos Por simetria, visualiza-se f_;ltravés da F_igura 5, que
retangulos por uma linha tracejada, como o tempo de voo do ponto final de queima para o
mostrado na Figura 4, pode-se expredsabomo: ponto de reentrada € duas vezes o tempo de voo do
ponto final de queima (pontol) para o apogeu
(ponto2).
d= r,ose{ﬂj (10)
2
ou ainda: '

reentrada //- -\\ 1 ponto final da queima

d=r, se{lSO’—[qum + %H (11)

Ao combinar as Egs. (10) e (11) e lembrando que
sen (180°-x) =sen(x)

Figura 5. Tempo de voo livre.

serEqum s ﬂzj = o SG,E%J (12)

Moo A anomalia excéntrica no ponto 2 ® radianos

ou 180°. Em relacdo ao ponto 1 a anomalia pode ser
computada notando que= 180°-(y/2).

Contudo, r,, = a(2-Qyo) € o + ' pg=2a, 0 que

possibilita chegar na equacédo de angulo de caminho
de voo. {l//j
e—CoO E

cosE) =——=x
1- eco{ﬂj
serEqum N %j - %Se{@ (13) >

Com isso, € possivel expressar o tempo de voo
livre em funcdo do semi-eixo maioa){ parametro

(18)
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gravitacional (1) e anomalia excéntrica no ponto 1
(Ey. p= 000237&2°149  se alt < 9144m (22)

3
ty = 2\/{(77— E+esenk) (19) 0= 000343 678 se alt > 9144m (23)

. alt: altitude a qual se encontra o missil;
Existem dois modelos fisicos (Zarchan, 1997) . _
que levam em Consideragéo a influéncia Portanto, e |mp0rtante observar que a magn|tude

gravitacional e que podem ser utilizados no estudo déla desaceleracéo devido ao arrasto € influenciada por
trajetérias balisticas. O mais simples deles &Coo€ a altitude. Desta maneira, € conveniente com-
conhecido como Modelo Terra Plana o qual abinar o peso totalW), Sere Goem uma unica ex-
aceleracdo da gravidade é considerada constantBresséo denominada coeficiente balistio (
independentemente da altitude. Assim, sua validade

se restringe apenas a pequenas altitudes uma vez que B= w (24)

a influéncia gravitacional sobre o corpo diminui com CooSer
a altitude. Ja o segundo modelo baseia-se na equacao
do problema de dois corpos o qual leva em
consideracdo a variacdo da gravidade com a altitude.

As equacdes diferenciais agindo no missil séo:

Além do gradiente gravitacional o efeito do ar- V, = -a,,.4,cod9) (25)
rasto atmosférico também deve ser levado em consi-
deracdo. Apesar de misseis balisticos de longo alcan- .
ce ficarem a maior parte do tempo na condicdo de Y= 0 anaserlo)
voo livre (atmosfera rarefeita), na fase de voo pro-
pulsionado (ponto de lancamento ao ponto final de R =V,
gueima) e na fase de reentrada (altitude de reentrada
até o impacto com o alvo) ha a presenca da resistén-
cia atmosférica que leva a diminuir a capacidade de
alcance. A vista disso, € necessario inserirmos nos

calculos a forca de arrasto sendo dada como: *  V:velocidade do missil;
. R: alcance do missil;

(26)
(27)

R, =V, (28)

Eraso = QSeC (20) _ I . :
arasto = Q% Coo As condicées iniciais para velocidade e posicdo

séo dadas por:
. Q: presséo dinamica;
. Ser. rea de referéncia;

. Cqo: coeficiente de arrasto quando a sustentagdo aero- \A (0)2V005(¢) (29)
dinamica é nula;

o . ) V, (0) = Vserfg) (30)

A presséo dindmica é funcéo da densidade do ar

p € da velocidade do mis¥i| portanto:
R (0) = dr (31)
_p (21)

Q=7 R (0) = alt (32)

A area de referéncia relaciona-se a se¢ao trans-  por fim. o médulo da aceleracdo devido ao ar-

versal do corpo do missil e, por esse motivo, estd4stg atmosférico pode ser escrito como sendo:
associada com suas caracteristicas fisicas. Ja o coefi-

ciente de arrasto é funcdo da velocidade e forma
A e -Q9_1 2 S
aerodinamica do missil. Arrasto = B 2pV Coo m

Como a densidade do ar diminui com a altitude,

a influéncia do arrasto € muito maior a baixas altitu-
des 3 Resultados

(33)

O Padrao Atmosférico Norte Americano contém , i i ) R
uma série de modelos que definem valores para a E POSsivel expressar graficamente cinco parame-
temperatura atmosférica, presséo, densidade e outrd&0s de interess@, e, v, @ e &/Pc) onde Rsé o peri-
propriedades que variam ao longo de uma ampIaOdO circular calculado na altitude do burnout como:
faixa de altitude. O primeiro modelo foi publicado
em 1958 e foi atualizado em 1962, 1966 e 1976. Em - oy (34)
primeira andlise a aproximagao exponencial de 1962 ©s U
oferece boa preciséo para os calculos da densidade.
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A lbgica de programacdo exige a obtencdo de Ao inserir a componente de arrasto nas equacdes
equacdes na qual todos os parametros, cujas curvad Modelo Terra Plana (ver Eq. 25 a 28) o alcance e
serdo geradas, devem ser expressos em funcdo ddtitude sofrem brusca variacdo. A Figura 8 contém
outro parametro constante e geEm poucas pala- 0S resultados para um lancamento efetuado ao nivel
vras, sed é constante, Q pode ser escrito em funcdodo mar com velocidade inicigh = 1km/s e® = 45°.
do préprio® e da variavel de interesge O mesmo
raciocinio foi utilizado em relacdo aos demais para- - - - ‘

metros conforme o esquema abaixo.
25
1° caso: ¢ = const - Q(¢,¢)
20
w £
2sen — 2
— ’E 2) (35) % y \\
" y y ' B
sen2p+— (+sen—| BTN T
'E ’ 2) '{2)
o T ] ‘ ................
2° caso Q= const - ¢(Q.¥) B
GID 8‘0 160 120
Alcance (km)
aserEZ éQ sen%} ’ Figura 8. Efeito do arrasto para langamento ao nivel do mar.
- 36 oA . .
$= 2 4 (36) A influéncia do coeficiente balistico no alcance
ao decorrer do tempo de voo encontra-se na figura 9.
0 Quanto menor o coeficiente balistico menor sera a
3° caso e const - Qey)
' capacidade de alcance.
-1 Zeco{ﬂj =
0= 2 @37

eco{ﬂj -1
2

A Figura 5 contém o tempo de voo versus 0 an-
gulo de alcance para diversos valores de excentrici-
dade é), pardmetro adimensiona) e angulo cami-
nho de voo @).

Alcance (km)

0 50 100 150
Tempo (s)

Figura 9.Alcance vs temppara lancamento ao nivel do mar.

A variacdo do valor absoluto da velocidade do
missil no decorrer do tempo encontra-se na figura 10.
Novamente, quanto menor for o coeficiente balistico
mais acentuado sera a queda na velocidade.

tpes)

Velocidade (km/s)

L
0 50 100 150
Tempo (s)

Figura 10Velocidade vs tempmara langamento ao nivel do mar.

Figura 5.Tempo de voo vs angulo de alcance
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Nota-se através da Figura 11 que o efeito do ar- 4 Conclusao
rasto € reduzido consideravelmente para elevadas
altitudes de lancamento. De maneira especifica, 0s  Através das simulacdes realizadas no presente
resultados das figuras 11, 12 e 13 foram obtidos pargrabalho fica evidente o efeito do arrasto atmosférico
as condicdes d¥, = 1km/s,® = 45° e lancamento a na trajetéria balistica do missil. Deste modo quando

5km de altitude. maior for o p menor sera a influencia do arrasto.
Além disso, 0 aumento na altitude da posicao de
* ' ‘ ‘ ———— lancamento tende a diminuir também os efeitos do
o S R arrasto na trajetoria do missil.
K o~ Aresto Nulo
o Agradecimentos
IEL] SRR - A ST U RIS
3 N A Deus sobre todas as coisas. A minha familia
O A s S e — »;\— """""""""" pelo apoio e motivacdo. Ao CNPq pela bolsa de
ol /o NTEERN N ] pesquisa. A todos que de alguma maneira sempre me
Y apoiaram.
S U SO G \"'\i ____________
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Figura 11. Reduc&o do efeito do arrasto para lancamento a 5km d&ate, R.R; Muller, D.D; White, J. E.; “Fundamentals
altitude. of Astrodynamics”, Dover Publications, Nova York,
1971
Na Figura 12, bem como para a Figura 9, nota-se
que a relagdo entre o alcance e o tempo de voo deixdarchan, P.; “Tactical and Strategic Missile
de ser linear conforme diminuimos o coeficiente Guidance”, American Institute of Aeronautics and

balistico. Astronautics, Virginia, 1997
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Figura 12 Alcance vs temppara langcamento a 5km de altitude.

A variacdo do valor absoluto da velocidade do
missil no decorrer do tempo encontra-se na Figura

13.
11
e ]
“ e
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ]
g B = 200KkPa
g _________________________________________________________________________
£ =100kPa
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0.4 [ st
B=50kPa
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Tempo (s)
Figura 13.Velocidade vs temppara lancamento a 5km de altitu-

de.
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