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1 Introducao

A teoria dos nimeros algébricos tem desempenhado uma importante contribuicdo para
a construgao de codigos e reticulados algébricos. Os reticulados tém sido estudados em
vérios trabalhos e de diferentes formas. Por exemplo, em [2], Craig mostrou como construir
reticulados Eg, Fs, K12 e Aoy via corpos ciclotomicos Q((,), para n =9, 20 e 39, respec-
tivamente. Aplicando este método, em [1] foi construido Dy, K12 e Ajg, com n = 8, 21
e 40. Além das construcoes citadas, existem outras mais recentes e a maioria delas visa
obter reticulados com boa densidade de empacotamento. Neste trabalho, avaliamos a
densidade de empacotamento de reticulados no R3. Para isso, partimos de uma extensao
ctbica galoisiana dos racionais que estd contida numa extensao p-ciclotémica, p primo.

2 Reticulados e Cubicas Abelianas

Intuitivamente, um reticulado em R™ é um conjunto infinito e discreto de pontos do
R™ dispostos de forma regular. Formalmente, se {v1,...,v,,} é um conjunto de vetores
linearmente independentes em R™ (tal que m < n) entao o conjunto de pontos

m
A={x=> Xvi, N €Z} (1)
i=1
é chamado um reticulado de posto m, e o conjunto {vy,..., vy} é chamado uma base do

reticulado. O conceito de reticulado surgiu a partir do problema de como cobrir o espago
R™ com esferas de mesmo raio, de forma que quaisquer duas esferas se toquem em apenas
um ponto e ocupem a maior parte do espago possivel. A proporc¢ao do espago R™ coberta
pela uniao das esferas é a densidade de empacotamento de um reticulado.

Constelagoes de sinais que possuem estrutura de reticulados tem sido usadas em di-
ferentes aplicagoes como, por exemplo, projetar cédigos para canais com desvanecimento
do tipo Rayleigh com uma antena e projetar reticulados densos para o canal Gaussiano.
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Neste contexto, a teoria dos niimeros algébricos torna-se uma importante ferramenta
matematica, que permite relacionar corpos de numeros e o espago R". Fazendo uso da
teoria dos niimeros algébricos, estamos interessados em avaliar a densidade de empacota-
mento de reticulados de posto 3, e portanto vamos considerar ciibicas galoisianas.

Uma extensao K de Q é dita galoisiana se é normal e separavel. Além disso, K é dito
abeliano se K é uma extensao galoisiana dos racionais e seu grupo de Galois é abeliano.

Dada uma cubica galoisiana K, seu grupo de Galois sobre Q tem grau 3 e assim é
abeliano. A partir do Teorema de Kronecker-Weber, K estd contido em alguma extensao
ciclotomica Q(¢,), onde n é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Como o grau de
Q(¢p) sobre Q é p(n) onde ¢ é a funcao de Euler, segue que se K estd contido em algum
corpo ciclotomico Q(¢,), entdo 3 divide ¢(n). Veremos que a reciproca desse resultado
também é vilida, isto é, dado um numero inteiro n, se 3 divide p(n) entdao Q(¢,) contém
uma cubica.

Visando calcular a densidade de centro de reticulados de posto 3, consideramos pri-
meiramente n = p e assim, K C Q((p), p primo, p =1 mod 3, onde o grau de K sobre
Q ¢é 3. Neste caso, mostramos que a densidade de centro do reticulado obtido a partir do
anel dos inteiros de K é

Y

5(a(OK)) % (2)

Posteriormente, consideramos n = p", » > 1 e assim, K C Q(({,), p primo, r > 1
se, e somente se, 3 divide p — 1 ou 3 divide p"~'. Analisamos a densidade de centro de
reticulados em ambos os casos. Visando calcular a densidade de centro de tais reticulados,
apresentamos resultados sobre o discriminante dessas cubicas e a minimizagao da fungao
traco, [3].
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