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1 Introducao

Seja L um conjunto nao vazio munido de uma operagao binaria “.” (denotado por (L, .))
e seja a qualquer elemento fixado em L. Considere as aplicagoes de translacao L, : L — L
e R, : L — L, definidas respectivamente por L,(x) = a.x e Ry(z) = z.a, Vo € L.
Chamamos o par (L,.) de quasigrupo se as aplicagoes L, : L — L e R, : L — L séo
bijecoes para todo a € L. Um loop é um quasigrupo que possui um elemento identidade
(bilateral) 1. Em particular, definimos grupo multiplicativo de um loop, subloop, loop
de propriedade inversa, comutador, associador e centro de loops e, mostramos que, em
geral, o Teorema de Lagrange nao vale para loops. Neste trabalho, apresentamos alguns
resultados e conceitos algébricos fundamentais da Teoria de Loops, como por exemplo a
proposicao a seguir, que caracteriza um subloop:

Proposicao 1.1. Seja L um loop e H um subconjunto nao vazio de L. Entdo as sequintes
afirmacdes sio equivalentes: 1. H é um subloop de L. 2. Se x,y € H , entdo vy , xR(y)~!
e xL(y)~! estdo todos em H. 3. Se x,y,2 € L, xy = 2 e dois de x,y, z estdo em H, entdo
o terceiro desses elementos estao em H também.

2 A Teoria de Loops e a Teoria de Grupos
Especificamente, também, temos como objetivo construir uma relagdo entre a Teoria
de Loops e a Teoria de Grupos, que conseguimos realizar através de intiimeros resultados.

Essa construcao é exemplificada, por exemplo, pela seguinte proposicao:

Proposigao 2.1. Cada nicleo de um loop € um subloop associativo e portanto, um grupo.
O centro de um loop € um grupo abeliano.
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3 Tipos especiais de loops

A seguir, apresentamos alguns tipos especiais de loops tais como loops de Moufang
(se satisfaz qualquer uma das trés “identidades de Moufang”: a esquerda, ((xy)z)z =
z(y(zz)), a direita, ((zy)z)y = x(y(zy)), e central, (xy)(zz) = (x(yz))z, para quaisquer
x,y, z do loop), loops Hamiltonianos (em que todos seus subloops sao normais) e o loop
de Cayley (formado pelos elementos da base dos nimeros de Cayley e seus respectivos
negativos), que trazem-nos resultados distintos e de extrema importéancia para a Teoria de
Loops. Para exemplificar, sdo exibidos alguns importantes exemplos de loops de Moufang
que nao sao grupos, como o da observacao a seguir:

Observagao 3.1. Seja G um grupo ndo abeliano e seja u uma indeterminada. Seja L =
GUGu a unido disjunta de G e Gu a extensao da operagdo bindria em G para a operacdo
bindria em L pelas sequintes regras: g(hu) = (hg)u, (gu)h = (gh~')u, (gu)(hu) = h~ g,
para g, h € G. Entao L é um loop de Moufang, denotado por M(G,2), que nao € um grupo.

4 O Teorema de Norton

Por fim, mostramos alguns resultados que nos auxiliam na demonstracao de um teo-
rema fundamental que exibimos, o Teorema de Norton, que nos ajuda a caracterizar um
loop hamiltoniano. O préprio teorema encontra-se abaixo:

Teorema 4.1. (Norton) Seja L um loop de Moufang. Entdo L é hamiltoniano se, e
somente, se :

1. L é um grupo abeliano, ou 2. L = Qgx Ex A, onde Qg € o grupo dos quatérnios de ordem
8, E € um (possivelmente trivial) 2-grupo abeliano elementar e A é um (possivelmente
trivial) grupo abeliano em que todos elementos sdo de ordem impar e finita, ou 3. L =
Mi6(Qs) X E x A, onde M15(Qs) € loop de Cayley e E e A sao como em 2.

5 Conclusoes

Com a construcao desse trabalho, vimos que essa drea de pesquisa é bem extensa, e
que, assim, apesar de ser um trabalho, inicialmente, essencialmente téorico, temos como
objetivo expandi-lo em um projeto intitulado “Loops com Aplicagées em GAP”, imple-
mentando computacionalmente boa parte dessa teoria.
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