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Abstract— In this paper we consider a class of optimal control problems on time scales. Using a extension

of Filippov’s Lemma to control systems in time scales and a result of compactness of trajectories for dynamic
inclusions on time scales, we present conditions for the existence of solutions to this class of optimal control

problems.
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Resumo— Nesse artigo consideramos uma classe de problemas de controle étimo em escalas temporais. Usando

uma extensao do Lema de Filippov para sistemas de controle em escalas temporais e um resultado de compacidade
das trajetdrias para inclusdes dinamicas em escalas temporais, apresentamos condigoes para a existéncia de
solucdes para essa classe de problemas de controle 6timo.
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1 Introdugao

O célculo em escalas temporais foi introduzido por
Hilger (Hilger, 1990) para unificar o célculo de di-
ferencga e o cédlculo diferencial. A teoria de escalas
temporais admite diversas aplicagoes em modela-
gem matematica e outras dreas, conforme verifica-
mos em (Agarwal et al., 2002), (Bohner and Peter-
son, 2003), (Bohner et al., 2011), (Bohner and Gu-
seinov, 2010), (Federson et al., 2012), (Santos and
Silva, 2013) e (Zhan et al., 2009). Em particular,
problemas de controle étimo em escalas tempo-
rais foram considerados, por exemplo, em (Gong
and Xiang, 2009), (Hilscher and Zeidan, 2011),
(Liu et al., 2011), (Peng et al., 2011) e (Zhan and
Wei, 2009).

Nesse artigo provamos a existéncia de solugoes
para uma classe de problemas de controle 6timo
de sistemas governados por sistemas dinamicos em
escalas temporais. O resultado de existéncia é ob-
tido usando um resultado de compacidade das tra-
jetérias (Santos, 2011) e uma extensao do Lema
de Filippov para sistemas de controle em escalas
temporais.

O artigo estéd organizado como segue. Na pré-
xima segao consideramos conceitos e resultados
bésicos da teoria de escalas temporais. A Segao
3 apresenta propriedades de mensurabilidade de
multifungoes e a compacidade das trajetérias para
inclusbes dinamicas. A extensao do teorema de se-
leg¢ao de Filippov para escalas temporais é provada
na Secao 4. Finalmente, provamos a existéncia
de processos O6timos para problemas de controle
6timo na Secao 5 e fazemos um breve comentario
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sobre este artigo na Segao 6.

2 Preliminares

Nesta segao consideramos conceitos e resultados

bésicos da teoria de escalas temporais que serao

tlteis no desenvolvimento desse artigo.
Utilizaremos as seguintes convengoes:

i) se z € R™ denotamos a norma euclidiana de
x por ||z

ii) se A e T sao subconjuntos de R, denotamos
por At o conjunto AN T.

iii) B denotard o conjunto {z € R™ : ||z| < 1}.

2.1 Escala temporal

Uma escala temporal T C R é um conjunto nao-

vazio e fechado. Usaremos uma escala temporal T

compacta, sendo a = minT e b = max T.
Define-se a funcao o : T — T como

o(t) =inf{s € T: s> t}.

Estamos supondo que inf () = sup T.

Lema 1 ((Cabada and Vivero, 2006))
Ezistem I C N e {t;};er C T tal que

RS:={teT:t<ot)}={t:}ics.
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2.2 Integracao em escalas temporais

A o-algebra de subconjuntos da escala temporal
T, constituida de conjuntos A-mensurdveis, pode
ser encontrada em (Guseinov, 2003). Denotare-
mos essa o-algebra por A e a A-medida de Lebes-

gue por UA.

Lema 2 ((Cabada and Vivero, 2006)) Tome
E C T. Entao E é A-mensurdvel se, e somente
se, B € Lebesgue mensurdvel.

Para funcées f : T — R a nocdo de in-
tegragao pode ser encontrada, por exemplo, em
(Bartle, 1995), (Royden, 1988) e (Rudin, 1987).

Denotamos a integral de uma funcao f: T — R
sobre um conjunto E € A por

/Ef(s)As.

Chamamos essa integral de A-integral de Le-
besgue de f sobre E. Denotaremos por Lq(E,R™)
o conjunto das fungoes f : T — R™ A-integraveis
sobre E.

Dada uma funcio f : T — R" defina f :
[a,b] = R™ por

s | f(), teT
) = { ft), te(t;,o(t;)) para algum i € I,

onde I C N e {t;}ier = RS. De (Cabada and Vi-
vero, 2006) sabe-se que a fungao f é A-mensuravel
se, e somente se, f é Lebesgue mensuréavel.

Seja £ C T e defina
E=EU | tiot))

i€lp

onde
Ig:={iel:t; e ENRS}.

O teorema a seguir é provado em (Cabada and
Vivero, 2006) para fungoes escalares. Entretanto,
esse resultado continua valido para fungoes veto-
riais, como afirmado a seguir.

Teorema 3 ((Cabada and Vivero, 2006))
Seja E € A tal que b ¢ E. Entao, f € Li(E,R")
se, e somente se, f € L1(E,R™) . Neste caso,

[ reas = [ feas

Lema 4 ((Santos, 2011)) Seja v : T — R™
uma funcdo A-mensurdvel. Se A é Borel men-
surdvel entdo u=1(A) € A.

3 Mensurabilidade de multifungoes e
compacidade de trajetdrias

Aqui apresentamos propriedades de multifuncoes
mensuraveis e o resultado de compacidade de tra-
jetérias. Estas propriedades serao usadas na ob-
tencao de solugoes para problemas de controle
6timo em escalas temporais.
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3.1 Multifun¢ées mensurdveis

Seja (2, F) um espago mensuravel. Uma multi-
funcao I' : 2 ~» R™ é F-mensuravel quando o
conjunto

I '(V)y={zcQ:T(z)NV # 0}

é F-mensuravel para cada conjunto compacto V' C
R™.

Diz-se que uma multifuncao I' é fechada, com-
pacta, convexa ou nao-vazia quando I'(z) satisfaz
a propriedade exigida para cada x € ().

Teorema 5 ((Castaing and Valadier, 1977))
Tome um espago mensurdvel (2, F) e uma mul-
tifuncao I' :  ~~ R™ nao-vazia e fechada. Se
I' € F-mensurdvel entdo I' admite uma sele¢ao
mensurdvel.

Teorema 6 ((Castaing and Valadier, 1977))
Seja T : [a,b] ~ R™ uma multifunc¢do fechada e
E = {t € la,b] : T'(t) # 0}. Entdo as seguintes
afirmacoes sao equivalentes:

(a) a multifun¢iao T' é L-mensurdvel.

(b) o conjunto GrT' = {(t,v)
B -mensurdvel.

cv e D)} éLx

(c) o conjunto E é L-mensurdvel e existe uma
sequéncia de funcoes L-mensurdveis v; : B —
R™ tal que

(t) = {v(t):i=1,2,.}

para cada t € F.

Coroldrio 7 Sejam T'1, T : [a,b] ~» R™ multi-
funcoes fechadas. Se I'y e I's sao L-mensurdveis
entdo a multifuncao T : [a,b] ~ R™ dada por

T(t) = Ty (t) N Ta(t)

é L-mensurdvel.

3.2 Compacidade de trajetorias para inclusédes
dinamicas

Denotaremos por AC(T,R™) o conjunto de todas
as fungdes absolutamente continuas com dominio
T e contradominio R™. Também chamadas de ar-
cos (Cabada and Vivero, 2005).

Considere uma multifungao £ : T x R” ~
R™ nao-vazia. Dizemos que uma fungao x= €
AC(T,R™) é uma trajetéria de E se satisfizer a
seguinte restrigao

z2(t) € E(t,z(t)) A—qt.p. t€la,b)r.

Teorema 8 ((Santos, 2011)) Seja E : T x
R™ ~» R™ wma multifuncao ndo-vazia, compacta,
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convexa e A x B"-mensurdvel. Considere uma
fungao ¢: T — [0,+00) em Li([a,b)T) tal que

(Yllll + () B

para todo (t,z) € T x R™, sendo v > 0. Suponha
que A — q.t.p. t € [a,b)T a multifuncio E(t,.) :
R™ ~~ R™ possui o grifico fechado.

Tome uma sequéncia de arcos x; : T — R™ tal
que {z;(a)} € limitada. Considere também uma
sequéncia de funcoes A-mensurdveis y; : T — R™
tal que y;(t) — 0 A-q.t.p. t € [a,b)r. Suponha que
existe uma fungao ¢ : T — [0, 4+00) em L1 ([a,b)T)
de modo que

E(t,x) C

gD < ¢ (t)

para todo t € T e todo 1.
Se para cada i temos

a2 (t) € E(t,z(t) +yi(t) A—qtp. te€[ab)r

entgo existe uma subsequéncia {x; } C {x;} e
uma trajetoria x de E tal que x;, = x.

4 Teorema de selegao de Filippov em
escalas temporais

No Teorema 12, obtemos uma extensao para es-
calas temporais do classico Teorema de selegao de
Filippov (Filippov, 1988). Outras extensoes desse
teorema de selecao para escalas temporais foram
obtidas em (Pawluszewicz and Torres, 2010) e
(Santos, 2011).

Considere o sistema de controle de equagoes

(1)

{ 2 (t) = f(o(t),z(t),u(t)) A —qt.p. t € [a,b)r
u(t) eU(t) A—gqt.p. te€la,b)r.

Se um par de processo de controle (x,u) satisfaz
a restricao 1 entao x satisfaz a seguinte inclusao
dindmica (2)

z2(t) € F(t,z(t)) A —q.t.p. t € [a,b)r

sendo F(t,z) = {f(o(t),z,u) : uw € U(t)}. No
Teorema 12 provaremos a afirmacao inversa. Isto
é,se um arco x € AC([a, b]t, R™) satisfaz (2) entao
existe uma selegio A-mensuravel v de U tal que
o processo (x,u) satisfaz (1).

Tome uma funcgao ¢ : T x R™ — R™. Dize-
mos que ¢ é uma A-fungao de Carathéodory se
satisfizer as seguintes propriedades:

(a) para cada t € T a funcdo x — ¢(t,x) é conti-

nua.

(b) para cada z € R™ a funcao t — ¢(t,x) é
A-mensuravel.

Lema 9 ((Loewen, 1993)) Seja ¢ [a,b] X
R™ — R™ wma L-funcdo de Carathéodory. En-
tio ¢ é L x B™-mensurdvel.
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Lema 10 ((Santos, 2011)) Seja ¢ : T x R™ —
R™ uma A-fungio de Carathéodory. Entao a fun-
¢ao ¢ : [a,b] x R™ — R™ definida como

- [ otu), teT
o(t,u) = { d(ti,u), t € (L, 0(t;)) parai € 1.

€ uma L-fungao de Carathéodory.

Lema 11 ((Santos, 2011)) Seja U : T ~» R™
uma multifuncao A-mensurdvel. Entao a multi-
fungdo U : [a,b] ~ R™ definida como

—on U@, teT
vt = { U(t;), t € (ti,o(t;)) para i € 1.

é L-mensurdvel.

O Teorema a seguir é provado nas mesmas
linhas do resultado de selegao obtido em (Santos,
2011).

Teorema 12 Seja U : T ~» R™ wuma multifun-
¢Go ndo-vazia, fechada e A-mensurdvel. Consi-
dere uma funcdo f : T x R™ x R™ — R™ continua
em (x,u) para cada t fizado, e Borel mensurdvel
em t para cada (z,u) fizado.

Se x € AC([a,blT,R™) satisfaz (2) entdo
existe uma selecio A-mensurdvel u de U tal que
o processo (z,u) satisfaz (1).

Prova: Seja v € R™ fixado arbitrariamente.
Como a funcdo o é A-mensurdvel (Guseinov,
2003), do Lema 4 a funcao ¢ : T x R* — R"
dada por
go(t,x) = f(o(t)m,u)

é uma A-funcdo de Carathéodory.

Do Lema 10 a funcéo ¢ : [a,b] x R — R”
é uma L-fungdo de Carathéodory. Assim, do
Lema 9 a fungao ¢ é £ x B™-mensuravel.

Sendo z uma fungdo A-mensurdvel, a fungdo
Z : la,b] = R™ é L-mensuravel. Logo, a fungao

t = @(t,2(1))

é L-mensuravel.
Defina a fungdo ¢g : T — R" como

9(t) = f(o(t), 2(t), w).

Sendo @(t,(t)) = f(o(t),z(t), e
¢(t,2(t)) = f(o(ti),z(ti),u) para t € (t;,0(t;))
para algum i € I, temos que @(t,Z(t)) = g(¢).
Assim, a funcao

u) para t € T

t—g(t)
é L-mensuravel.

Seja m : [a,b] x R™ — R™ a funcao defi-
nida como m(t,u) = f(o () xz(t),u) set € T e
mit,u) = fo(ts),a(t),u) se t € (4, 0(t;)) para
algum i € I.

Para cada u € R™ j4 provamos que a fungao

t— m(t,u)

© 2013 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2013.001.01.0177

DOI: 10.5540/03.2013.001.01.0177

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 1, N. 1, 2013.

é L-mensuravel. Além disso, se ¢ € T entdo a
funcao

ur m(t,u) = f(o(t), z(t),u)

é continua. Por outro lado, se ¢t € [a,b] \ T seja
i €I tal que t € (t;,0(t;)), logo a fungéo

u— m(t,u) = flo(t;), z(t;),u)

é continua.
Como z é um arco, a fungao h : T — R”
definida como

h(s) = =2 (s)

é A-mensuravel. Logo, a funcio h : [a,b] — R™ é
L-mensurdvel. Assim, a funcdo ¢ : [a,b] x R™ —
R"™ dada por

¢(t,u) = m(t, u) — h(t)

¢ uma L-funcao de Carathéodory.
Defina a multifungdo @ : [a, b] ~» R™ como

O(t) ={ueR™: ¢(t,u) =0}

para cada t € [a,b].
Para cada t € [a, b] a funcao

u > ot u)

é continua. Assim, se ®(t) # 0 entdo ®(¢) é um
conjunto fechado.

Do Lema 9 temos que ¢ é £ x B™-mensuréavel.
Logo, o conjunto

Gred = {(t,u) €a,b] xR™ :u e O(t)}

{(t,u) € [a,b] x R™ : ¢(t,u) =0}
= ¢ '({0})

é LxB™-mensuravel. Do Teorema 6 a multifungao
® é L-mensuravel.

Como a multifungio U : [a,b] ~ R™ é L-
mensuravel, do Coroldrio 7 a multifuncao I' :
[a,b] ~ R™ dada por

D(t) = U(t) N ®(¢)

é L-mensuravel.
Considere os seguintes conjuntos

K={te€la,b)r:(2) vale}

W ={t €la,b)y: U(t)Nd(t) # 0}.
Entao W = K e o conjunto E dado por

E={te(a,br:Ult)NdE) =0}
satisfaz

E=labr\W=[a,br\K.
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Portanto

pa(E) = pa

Se definirmos a multifuncao A : T ~» R como

[ U@®), te EU{b}
At) = { Ut)N®(t)=T(t), teT)\ {EU {b}}

([av b)T \ IC) =0.

entdo A é ndo-vazia e fechada.

Como U é A-mensuravel e I' é L-mensurdvel,
usando o Lema 2 concluimos que A é A-
mensuravel.

Do Teorema 5 a multifungdo A admite uma
selegdo A-mensurdvel u : T — R™. Logo, u(t) €
U(t) para todo t € T e entdo u também é uma
selegao de U.

Se t € [a,b)r\ E temos que u(t) € U(t)ND(t).
Assim,

0 = é(t.u(t)) = m(t, u(t)) - h(t)

= flo(t),z(t),u(t)) — h(t)
= flo(t), 2(t), u(t)) — 2(t)
isto é,
2B(t) = f(a(t), x(t), u(t))
Portanto

() = fo(0),(t), ult) A - q.tp. t € [a,b)

jd que pa(E) = 0. Entao (x, u) satisfaz a restri¢ao
dindmica (1). O

5 Problemas de controle 6timo em
escalas temporais

Ao melhor de nosso conhecimento, nao existe
muita literatura discutindo a questao de existéncia
de processos 6timos para problemas de controle
o6timo em escalas temporais quando o estado é ve-
torial. Assim, procedendo como no caso continuo
(Vinter, 2000), usamos o teorema de selegdo de
Filippov para obter a existéncia de solucoes para
problemas de controle 6timo em escalas temporais.
Seja g : R™ x R™ — R uma func¢ao semiconti-
nua inferior e F' : T X R™ ~» R™ uma multifuncao.
Considere o problema (P) de controle timo

min g(z(a), 2(b)) sobre z € AC(T,R")
z2(t) € F(t,z(t)) A—qtp. t€la,b)r
(z(a),xz(b)) € Ax C

sendo A,C C R".

Dizemos que z € AC([a,b]t,R™) é uma tra-
jetéria admissivel do problema (P), se  é uma
trajetoria de F' que satisfaz as condicoes de fron-
teira (z(a),z(b)) € A x C.

Uma fungdo z € AC([a,b]t,R™) é uma tra-
jetéria étima do problema (P), se toda trajetéria
admissivel = de (P) satisfizer

9(x(a), 2(b)) < g(x(a), z(b)).
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Teorema 13 ((Santos, 2011)) Seja F  uma
multifuncdo ndo-vazia, compacta, convexa e
A x B™-mensurdvel. Considere uma fungao
c¢: T —[0,+00) em Li([a, b)) tal que

F(t,z) C (ylle] + () B

para todo (t,z) € T x R™, sendo v > 0. Suponha
que A — q.t.p. t € [a,b)r a multifuncao F(t,.) :
R™ ~~ R"™ possui o grdfico fechado.

Suponha que A € um conjunto compacto e C
é um conjunto fechado. Se o problema (P) possui
uma trajetoria admissivel entao existe uma traje-
toria dtima.

Prova: A prova é uma fécil consequéncia do Teo-
rema 8. O

Considere agora uma fungao f : T x R™ x
R™ — R™ e uma multifuncao U : T ~» R™ nao-
vazia, compacta e A-mensurdvel. Pode-se entao
considerar o seguinte problema (Q) de controle
6timo

mlng( (a),z(b)) sobre (z,u)
z2(t) = f(o t),x( ),u(t)) A—q.tp.
() Ult) A—qtp.telab)r
(z(a), (b)) € AxC

sendo z € AC([a,b]T,R™) e u
funcao A-mensuravel.

: T — R™ uma

Teorema 14 Suponha que a fungao f: T x R™ x
R™ — R"™ satisfaca as sequintes condigoes:

(i) [ € continua em (x,u) para cada t fizado, e
continua em t para cada (z,u) fixado.

(ii) o conjunto f(o(t),z,U(t)) é convero para
cadat € T e x € R”.

(iii) existem v >0 e ¢ > 0 tal que

(o), 2, u)|| < ~llz] +¢
para todo (t,z,u) € T x R™ x U(t).

Se o problema (Q) admite um processo factivel
(z,u) entao existe um processo otimo (T, ).

Prova: Seja F: T x R"™ ~» R™ definida como
F(t,z) ={f(o(t),z,u) :ucU(t)}.

Pela hip6tese (ii), F é convexa. J& das hipdteses
(¢) e (#), F é compacta.

Pela hipétese (i) podemos concluir que a mul-
tifungdo F(t,.) : R™ ~» R"™ possui o grifico fe-
chado.

A funcao h: T x R™ x R™ — R™ dada por

h(t,,u) = f(o(t), z,u)
é uma A-funcao de Carathéodory. Entao a multi-
fungao
H(t,x) = h(t,z,U(t))

= [flo(t),2,U(t)) = F(t, )
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serd A x B™-mensuravel.

Assim, usando o Teorema 12 e o Teorema 13
prova-se a existéncia de um processo 6timo (Z, )
para o problema (Q). a

6 Conclusoes

Esse artigo contribuiu para o avanco do conheci-
mento na teoria de escalas temporais. Mais es-
pecificamente, usando uma extensdo do teorema
de selegao de Filippov prova a existéncia de solu-
¢oes para problemas de controle 6timo em escalas
temporais. O resultado de selecao de Filippov foi
discutido na Se¢ao 4 e também é uma contribuicao
desse artigo.
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