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Abstract— In this paper we consider a class of optimal control problems on time scales. Using a extension
of Filippov’s Lemma to control systems in time scales and a result of compactness of trajectories for dynamic
inclusions on time scales, we present conditions for the existence of solutions to this class of optimal control
problems.
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Resumo— Nesse artigo consideramos uma classe de problemas de controle ótimo em escalas temporais. Usando
uma extensão do Lema de Filippov para sistemas de controle em escalas temporais e um resultado de compacidade
das trajetórias para inclusões dinâmicas em escalas temporais, apresentamos condições para a existência de
soluções para essa classe de problemas de controle ótimo.
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1 Introdução

O cálculo em escalas temporais foi introduzido por
Hilger (Hilger, 1990) para unificar o cálculo de di-
ferença e o cálculo diferencial. A teoria de escalas
temporais admite diversas aplicações em modela-
gem matemática e outras áreas, conforme verifica-
mos em (Agarwal et al., 2002), (Bohner and Peter-
son, 2003), (Bohner et al., 2011), (Bohner and Gu-
seinov, 2010), (Federson et al., 2012), (Santos and
Silva, 2013) e (Zhan et al., 2009). Em particular,
problemas de controle ótimo em escalas tempo-
rais foram considerados, por exemplo, em (Gong
and Xiang, 2009), (Hilscher and Zeidan, 2011),
(Liu et al., 2011), (Peng et al., 2011) e (Zhan and
Wei, 2009).

Nesse artigo provamos a existência de soluções
para uma classe de problemas de controle ótimo
de sistemas governados por sistemas dinâmicos em
escalas temporais. O resultado de existência é ob-
tido usando um resultado de compacidade das tra-
jetórias (Santos, 2011) e uma extensão do Lema
de Filippov para sistemas de controle em escalas
temporais.

O artigo está organizado como segue. Na pró-
xima seção consideramos conceitos e resultados
básicos da teoria de escalas temporais. A Seçao
3 apresenta propriedades de mensurabilidade de
multifunções e a compacidade das trajetórias para
inclusões dinâmicas. A extensão do teorema de se-
leção de Filippov para escalas temporais é provada
na Seção 4. Finalmente, provamos a existência
de processos ótimos para problemas de controle
ótimo na Seção 5 e fazemos um breve comentário

sobre este artigo na Seção 6.

2 Preliminares

Nesta seção consideramos conceitos e resultados
básicos da teoria de escalas temporais que serão
úteis no desenvolvimento desse artigo.

Utilizaremos as seguintes convenções:

i) se x ∈ Rn denotamos a norma euclidiana de
x por ‖x‖.

ii) se A e T são subconjuntos de R, denotamos
por AT o conjunto A ∩ T.

iii) B denotará o conjunto {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}.

2.1 Escala temporal

Uma escala temporal T ⊂ R é um conjunto não-
vazio e fechado. Usaremos uma escala temporal T
compacta, sendo a = minT e b = maxT.

Define-se a função σ : T→ T como

σ(t) = inf{s ∈ T : s > t}.

Estamos supondo que inf ∅ = supT.

Lema 1 ((Cabada and Vivero, 2006))
Existem I ⊂ N e {ti}i∈I ⊂ T tal que

RS := {t ∈ T : t < σ(t)} = {ti}i∈I .
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2.2 Integração em escalas temporais

A σ-álgebra de subconjuntos da escala temporal
T, constitúıda de conjuntos ∆-mensuráveis, pode
ser encontrada em (Guseinov, 2003). Denotare-
mos essa σ-álgebra por ∆ e a ∆-medida de Lebes-
gue por µ∆.

Lema 2 ((Cabada and Vivero, 2006)) Tome
E ⊂ T. Então E é ∆-mensurável se, e somente
se, E é Lebesgue mensurável.

Para funções f : T → R̄ a noção de in-
tegração pode ser encontrada, por exemplo, em
(Bartle, 1995), (Royden, 1988) e (Rudin, 1987).
Denotamos a integral de uma função f : T → R̄
sobre um conjunto E ∈ ∆ por∫

E

f(s)∆s.

Chamamos essa integral de ∆-integral de Le-
besgue de f sobre E. Denotaremos por L1(E,Rn)
o conjunto das funções f : T → Rn ∆-integráveis
sobre E.

Dada uma função f : T → Rn defina f̃ :
[a, b]→ Rn por

f̃(t) =

{
f(t), t ∈ T
f(ti), t ∈ (ti, σ(ti)) para algum i ∈ I,

onde I ⊂ N e {ti}i∈I = RS. De (Cabada and Vi-
vero, 2006) sabe-se que a função f é ∆-mensurável
se, e somente se, f̃ é Lebesgue mensurável.

Seja E ⊂ T e defina

Ẽ = E ∪
⋃
i∈IE

(ti, σ(ti))

onde
IE := {i ∈ I : ti ∈ E ∩RS} .

O teorema a seguir é provado em (Cabada and
Vivero, 2006) para funções escalares. Entretanto,
esse resultado continua válido para funções veto-
riais, como afirmado a seguir.

Teorema 3 ((Cabada and Vivero, 2006))
Seja E ∈ ∆ tal que b 6∈ E. Então, f ∈ L1(E,Rn)
se, e somente se, f̃ ∈ L1(Ẽ,Rn) . Neste caso,∫

E

f(s)∆s =

∫
Ẽ

f̃(s)ds.

Lema 4 ((Santos, 2011)) Seja u : T → Rm

uma função ∆-mensurável. Se A é Borel men-
surável então u−1(A) ∈ ∆.

3 Mensurabilidade de multifunções e
compacidade de trajetórias

Aqui apresentamos propriedades de multifunções
mensuráveis e o resultado de compacidade de tra-
jetórias. Estas propriedades serão usadas na ob-
tenção de soluções para problemas de controle
ótimo em escalas temporais.

3.1 Multifunções mensuráveis

Seja (Ω,F) um espaço mensurável. Uma multi-
função Γ : Ω  Rn é F-mensurável quando o
conjunto

Γ−1(V ) = {x ∈ Ω : Γ(x) ∩ V 6= ∅}

é F-mensurável para cada conjunto compacto V ⊂
Rn.

Diz-se que uma multifunção Γ é fechada, com-
pacta, convexa ou não-vazia quando Γ(x) satisfaz
a propriedade exigida para cada x ∈ Ω.

Teorema 5 ((Castaing and Valadier, 1977))
Tome um espaço mensurável (Ω,F) e uma mul-
tifunção Γ : Ω  Rm não-vazia e fechada. Se
Γ é F-mensurável então Γ admite uma seleção
mensurável.

Teorema 6 ((Castaing and Valadier, 1977))
Seja Γ : [a, b]  Rm uma multifunção fechada e
E := {t ∈ [a, b] : Γ(t) 6= ∅}. Então as seguintes
afirmações são equivalentes:

(a) a multifunção Γ é L-mensurável.

(b) o conjunto GrΓ = {(t, v) : v ∈ Γ(t)} é L ×
Bm-mensurável.

(c) o conjunto E é L-mensurável e existe uma
sequência de funções L-mensuráveis γi : E →
Rm tal que

Γ(t) = {γi(t) : i = 1, 2, ...}

para cada t ∈ E.

Corolário 7 Sejam Γ1,Γ2 : [a, b]  Rm multi-
funções fechadas. Se Γ1 e Γ2 são L-mensuráveis
então a multifunção Γ : [a, b] Rm dada por

Γ(t) = Γ1(t) ∩ Γ2(t)

é L-mensurável.

3.2 Compacidade de trajetórias para inclusões
dinâmicas

Denotaremos por AC(T,Rn) o conjunto de todas
as funções absolutamente cont́ınuas com domı́nio
T e contradomı́nio Rn. Também chamadas de ar-
cos (Cabada and Vivero, 2005).

Considere uma multifunção E : T × Rn  
Rn não-vazia. Dizemos que uma função x ∈
AC(T,Rn) é uma trajetória de E se satisfizer a
seguinte restrição

x∆(t) ∈ E(t, x(t)) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T.

Teorema 8 ((Santos, 2011)) Seja E : T ×
Rn  Rn uma multifunção não-vazia, compacta,
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convexa e ∆ × Bn-mensurável. Considere uma
função c : T→ [0,+∞) em L1([a, b)T) tal que

E(t, x) ⊂ (γ‖x‖+ c(t))B

para todo (t, x) ∈ T × Rn, sendo γ > 0. Suponha
que ∆ − q.t.p. t ∈ [a, b)T a multifunção E(t, .) :
Rn  Rn possui o gráfico fechado.

Tome uma sequência de arcos xi : T→ Rn tal
que {xi(a)} é limitada. Considere também uma
sequência de funções ∆-mensuráveis yi : T → Rn

tal que yi(t)→ 0 ∆-q.t.p. t ∈ [a, b)T. Suponha que
existe uma função ϕ : T→ [0,+∞) em L1([a, b)T)
de modo que

‖yi(t)‖ ≤ ϕ(t)

para todo t ∈ T e todo i.
Se para cada i temos

x∆
i (t) ∈ E(t, xi(t) + yi(t)) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T

então existe uma subsequência {xik} ⊂ {xi} e
uma trajetória x de E tal que xik ⇒ x.

4 Teorema de seleção de Filippov em
escalas temporais

No Teorema 12, obtemos uma extensão para es-
calas temporais do clássico Teorema de seleção de
Filippov (Filippov, 1988). Outras extensões desse
teorema de seleção para escalas temporais foram
obtidas em (Paw luszewicz and Torres, 2010) e
(Santos, 2011).

Considere o sistema de controle de equações
(1){
x∆(t) = f(σ(t), x(t), u(t)) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T
u(t) ∈ U(t) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T.

Se um par de processo de controle (x, u) satisfaz
a restrição 1 então x satisfaz a seguinte inclusão
dinâmica (2)

x∆(t) ∈ F (t, x(t)) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T

sendo F (t, x) = {f(σ(t), x, u) : u ∈ U(t)}. No
Teorema 12 provaremos a afirmação inversa. Isto
é, se um arco x ∈ AC([a, b]T,Rn) satisfaz (2) então
existe uma seleção ∆-mensurável u de U tal que
o processo (x, u) satisfaz (1).

Tome uma função φ : T × Rm → Rn. Dize-
mos que φ é uma ∆-função de Carathéodory se
satisfizer as seguintes propriedades:

(a) para cada t ∈ T a função x 7→ φ(t, x) é cont́ı-
nua.

(b) para cada x ∈ Rm a função t 7→ φ(t, x) é
∆-mensurável.

Lema 9 ((Loewen, 1993)) Seja φ : [a, b] ×
Rm → Rn uma L-função de Carathéodory. En-
tão φ é L × Bm-mensurável.

Lema 10 ((Santos, 2011)) Seja φ : T× Rm →
Rn uma ∆-função de Carathéodory. Então a fun-
ção φ̃ : [a, b]× Rm → Rn definida como

φ̃(t, u) =

{
φ(t, u), t ∈ T
φ(ti, u), t ∈ (ti, σ(ti)) para i ∈ I.

é uma L-função de Carathéodory.

Lema 11 ((Santos, 2011)) Seja U : T  Rm

uma multifunção ∆-mensurável. Então a multi-
função Ũ : [a, b] Rm definida como

Ũ(t) =

{
U(t), t ∈ T
U(ti), t ∈ (ti, σ(ti)) para i ∈ I.

é L-mensurável.

O Teorema a seguir é provado nas mesmas
linhas do resultado de seleção obtido em (Santos,
2011).

Teorema 12 Seja U : T  Rm uma multifun-
ção não-vazia, fechada e ∆-mensurável. Consi-
dere uma função f : T×Rn×Rm → Rn cont́ınua
em (x, u) para cada t fixado, e Borel mensurável
em t para cada (x, u) fixado.

Se x ∈ AC([a, b]T,Rn) satisfaz (2) então
existe uma seleção ∆-mensurável u de U tal que
o processo (x, u) satisfaz (1).

Prova: Seja u ∈ Rm fixado arbitrariamente.
Como a função σ é ∆-mensurável (Guseinov,
2003), do Lema 4 a função ϕ : T × Rn → Rn

dada por
ϕ(t, x) = f(σ(t), x, u)

é uma ∆-função de Carathéodory.
Do Lema 10 a função ϕ̃ : [a, b] × Rn → Rn

é uma L-função de Carathéodory. Assim, do
Lema 9 a função ϕ̃ é L × Bn-mensurável.

Sendo x uma função ∆-mensurável, a função
x̃ : [a, b]→ Rn é L-mensurável. Logo, a função

t 7→ ϕ̃(t, x̃(t))

é L-mensurável.
Defina a função g : T→ Rn como

g(t) = f(σ(t), x(t), u).

Sendo ϕ̃(t, x̃(t)) = f(σ(t), x(t), u) para t ∈ T e
ϕ̃(t, x̃(t)) = f(σ(ti), x(ti), u) para t ∈ (ti, σ(ti))
para algum i ∈ I, temos que ϕ̃(t, x̃(t)) = g̃(t).
Assim, a função

t 7→ g̃(t)

é L-mensurável.
Seja m : [a, b] × Rm → Rn a função defi-

nida como m(t, u) = f(σ(t), x(t), u) se t ∈ T e
m(t, u) = f(σ(ti), x(ti), u) se t ∈ (ti, σ(ti)) para
algum i ∈ I.

Para cada u ∈ Rm já provamos que a função

t 7→ m(t, u)
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é L-mensurável. Além disso, se t ∈ T então a
função

u 7→ m(t, u) = f(σ(t), x(t), u)

é cont́ınua. Por outro lado, se t ∈ [a, b] \ T seja
i ∈ I tal que t ∈ (ti, σ(ti)), logo a função

u 7→ m(t, u) = f(σ(ti), x(ti), u)

é cont́ınua.
Como x é um arco, a função h : T → Rn

definida como

h(s) = x∆(s)

é ∆-mensurável. Logo, a função h̃ : [a, b] → Rn é
L-mensurável. Assim, a função φ : [a, b] × Rm →
Rn dada por

φ(t, u) = m(t, u)− h̃(t)

é uma L-função de Carathéodory.
Defina a multifunção Φ : [a, b] Rm como

Φ(t) = {u ∈ Rm : φ(t, u) = 0}

para cada t ∈ [a, b].
Para cada t ∈ [a, b] a função

u 7→ φ(t, u)

é cont́ınua. Assim, se Φ(t) 6= ∅ então Φ(t) é um
conjunto fechado.

Do Lema 9 temos que φ é L×Bm-mensurável.
Logo, o conjunto

GrΦ = {(t, u) ∈ [a, b]× Rm : u ∈ Φ(t)}
= {(t, u) ∈ [a, b]× Rm : φ(t, u) = 0}
= φ−1({0})

é L×Bm-mensurável. Do Teorema 6 a multifunção
Φ é L-mensurável.

Como a multifunção Ũ : [a, b]  Rm é L-
mensurável, do Corolário 7 a multifunção Γ :
[a, b] Rm dada por

Γ(t) = Ũ(t) ∩ Φ(t)

é L-mensurável.
Considere os seguintes conjuntos

K = {t ∈ [a, b)T : (2) vale}

e
W = {t ∈ [a, b)T : U(t) ∩ Φ(t) 6= ∅}.

Então W = K e o conjunto E dado por

E = {t ∈ [a, b)T : U(t) ∩ Φ(t) = ∅}

satisfaz

E = [a, b)T \W = [a, b)T \ K .

Portanto

µ∆(E) = µ∆([a, b)T \ K) = 0.

Se definirmos a multifunção Λ : T Rm como

Λ(t) =

{
U(t), t ∈ E ∪ {b}
U(t) ∩ Φ(t) = Γ(t), t ∈ T \

{
E ∪ {b}

}
então Λ é não-vazia e fechada.

Como U é ∆-mensurável e Γ é L-mensurável,
usando o Lema 2 conclúımos que Λ é ∆-
mensurável.

Do Teorema 5 a multifunção Λ admite uma
seleção ∆-mensurável u : T → Rm. Logo, u(t) ∈
U(t) para todo t ∈ T e então u também é uma
seleção de U .

Se t ∈ [a, b)T \E temos que u(t) ∈ U(t)∩Φ(t).
Assim,

0 = φ(t, u(t)) = m(t, u(t))− h̃(t)

= f(σ(t), x(t), u(t))− h(t)

= f(σ(t), x(t), u(t))− x∆(t)

isto é,
x∆(t) = f(σ(t), x(t), u(t)).

Portanto

x∆(t) = f(σ(t), x(t), u(t)) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T

já que µ∆(E) = 0. Então (x, u) satisfaz a restrição
dinâmica (1). 2

5 Problemas de controle ótimo em
escalas temporais

Ao melhor de nosso conhecimento, não existe
muita literatura discutindo a questão de existência
de processos ótimos para problemas de controle
ótimo em escalas temporais quando o estado é ve-
torial. Assim, procedendo como no caso cont́ınuo
(Vinter, 2000), usamos o teorema de seleção de
Filippov para obter a existência de soluções para
problemas de controle ótimo em escalas temporais.

Seja g : Rn × Rn → R uma função semicont́ı-
nua inferior e F : T×Rn  Rn uma multifunção.
Considere o problema (P) de controle ótimo min g(x(a), x(b)) sobre x ∈ AC(T,Rn)

x∆(t) ∈ F (t, x(t)) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T
(x(a), x(b)) ∈ A× C

sendo A,C ⊂ Rn.
Dizemos que x ∈ AC([a, b]T,Rn) é uma tra-

jetória admisśıvel do problema (P ), se x é uma
trajetória de F que satisfaz as condições de fron-
teira (x(a), x(b)) ∈ A× C.

Uma função x̄ ∈ AC([a, b]T,Rn) é uma tra-
jetória ótima do problema (P ), se toda trajetória
admisśıvel x de (P ) satisfizer

g(x̄(a), x̄(b)) ≤ g(x(a), x(b)).
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Teorema 13 ((Santos, 2011)) Seja F uma
multifunção não-vazia, compacta, convexa e
∆ × Bn-mensurável. Considere uma função
c : T→ [0,+∞) em L1([a, b)T) tal que

F (t, x) ⊂ (γ‖x‖+ c(t))B

para todo (t, x) ∈ T × Rn, sendo γ > 0. Suponha
que ∆ − q.t.p. t ∈ [a, b)T a multifunção F (t, .) :
Rn  Rn possui o gráfico fechado.

Suponha que A é um conjunto compacto e C
é um conjunto fechado. Se o problema (P ) possui
uma trajetória admisśıvel então existe uma traje-
tória ótima.

Prova: A prova é uma fácil consequência do Teo-
rema 8. 2

Considere agora uma função f : T × Rn ×
Rm → Rn e uma multifunção U : T  Rm não-
vazia, compacta e ∆-mensurável. Pode-se então
considerar o seguinte problema (Q) de controle
ótimo

min g(x(a), x(b)) sobre (x, u)
x∆(t) = f(σ(t), x(t), u(t)) ∆− q.t.p.
u(t) ∈ U(t) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T
(x(a), x(b)) ∈ A× C

sendo x ∈ AC([a, b]T,Rn) e u : T → Rm uma
função ∆-mensurável.

Teorema 14 Suponha que a função f : T×Rn×
Rm → Rn satisfaça as seguintes condições:

(i) f é cont́ınua em (x, u) para cada t fixado, e
cont́ınua em t para cada (x, u) fixado.

(ii) o conjunto f(σ(t), x, U(t)) é convexo para
cada t ∈ T e x ∈ Rn.

(iii) existem γ > 0 e c > 0 tal que

‖f(σ(t), x, u)‖ ≤ γ‖x‖+ c

para todo (t, x, u) ∈ T× Rn × U(t).

Se o problema (Q) admite um processo fact́ıvel
(x, u) então existe um processo ótimo (x̄, ū).

Prova: Seja F : T× Rn  Rn definida como

F (t, x) = {f(σ(t), x, u) : u ∈ U(t)}.

Pela hipótese (ii), F é convexa. Já das hipóteses
(i) e (iii), F é compacta.

Pela hipótese (i) podemos concluir que a mul-
tifunção F (t, .) : Rn  Rn possui o gráfico fe-
chado.

A função h : T× Rn × Rm → Rn dada por

h(t, x, u) = f(σ(t), x, u)

é uma ∆-função de Carathéodory. Então a multi-
função

H(t, x) = h(t, x, U(t))

= f(σ(t), x, U(t)) = F (t, x)

será ∆× Bn-mensurável.
Assim, usando o Teorema 12 e o Teorema 13

prova-se a existência de um processo ótimo (x̄, ū)
para o problema (Q). 2

6 Conclusões

Esse artigo contribuiu para o avanço do conheci-
mento na teoria de escalas temporais. Mais es-
pecificamente, usando uma extensão do teorema
de seleção de Filippov prova a existência de solu-
ções para problemas de controle ótimo em escalas
temporais. O resultado de seleção de Filippov foi
discutido na Seção 4 e também é uma contribuição
desse artigo.
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