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1 Resumo

Neste trabalho apresentaremos o problema da conducgao do calor em uma barra e sua
formulacao matematica, sujeito a uma condicao inicial e de fronteira.

Consideremos uma barra de comprimento L, area da seccao transversal A e superficie
lateral isolada termicamente. Assim, a propagacao de calor se d4 na direcao longitudinal.

Sejam duas placas F; e Fy de drea A, com temperaturas T e Th constantes, respecti-
vamente. O calor passard da placa mais quente para a mais fria se elas estiverem a uma
distancia d uma da outra. A quantidade de calor que uma placa transfere & outra por
unidade de tempo é:

Q= kA\ng— Ty | (1)
onde k é a capacidade de conducao térmica do material das placas. A equagao (1) é
conhecida como a Lei do Resfriamento de Fourier.

Suponhamos que a barra esteja colocada sobre o eixo x e fagcamos duas secgoes trans-
versais no ponto x e no ponto x + d. As secoes sao as placas Py e Py e u(z,t) é a
temperatura em um ponto x, no instante ¢. Fixemos o tempo t em (1) e seja T = u(x,t)
e Ty = u(x + d,t). Entdo, o fluxo de calor é dado por:

q(z,t) = —kAuy(x,t) (2)

No periodo de tempo entre g e tg+ 7, veremos qual a quantidade de calor g que entra
em um elemento entre zg e zg + 6. Por (2), temos:

to+T7
0= [ kAfusla +8,8) = ualao, ) (3)

to
Usando o calor especifico ¢ de uma substancia, temos:

to+7  pwo+o
q= / / cuy(z,t)dt pAdz (4)
t xo
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onde p é a densidade da substancia. Igualando (4) e o valor de ¢ obtido usando o teorema
fundamental do calculo em (3), obtemos:

k

onde K = — ¢ a difusibilidade térmica. A equagao (5) é conhecida como equagao do
cp

calor.

A equagao (5) é uma equacao diferencial parcial de ordem 2 e admite vérias solucoes.
Porém, o problema da condugao do calor possui uma tnica solucao fisica e, para encontra-
la, estabeleceremos condicGes iniciais e de fronteira. A condigao inicial é a temperatura
ao longo da barra no instante ¢t = 0, dada por u(z,0) = f(z), 0 < < L e o valor da
temperatura nas extremidades u(0,t) e u(L,t) sdo as condigoes de fronteira.

Para a formulagao matematica deste problema, consideremos R uma regiao do plano
(z,t) dada por R =]0, L[xR, reunida com sua fronteira dR. O problema consiste em
encontrar u(z,t) definida em OR que satisfaga o problema de valores inicial e de fronteira:

up = Kugy
u(x,0) = f(z), = €]0, L] (6)
u(0,t) = g(t), u(0,L) = h(t)

O método classico para a resolugao deste problema é o conhecido Método de Fourier.
Consideramos g(t) = h(t) = 0. O método consiste em procurar solugoes da forma u(z,t) =
F(z)G(z), utilizando separacao de varidveis. Assim, somos levados a candidatos para
solugao de (6), do tipo:

u(z,t) = i cpe TR gon, (ELQJ) (7)

n=1

A partir de (7) se faz um estudo aprofundado sobre séries e transformada de Fourier,
para provar que u(x,t) é a solucao cldssica de (6).

Este trabalho faz parte de um projeto de iniciacao cientifica intitulado ” Métodos de Re-
solugéo de Equacgoes Diferenciais com Aplicagbes em Processamento Digital de Imagens”,
onde a equacao do calor é um dos temas a serem abordados durante o desenvolvimento
deste projeto.
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