Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

Trabalho apresentado no XXXVII CNMAC, S.J. dos Campos - SP, 2017.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Teorema do Posto

Gustavo V. de Souza!

Departamento de Matemética e Computagao, FCT-UNESP, 19060-900, Presidente Prudente, SP
Marcos Tadeu de Oliveira Pimenta?

Departamento de Matemética e Computagao, FCT-UNESP, 19060-900, Presidente Prudente, SP

Resumo

A proposta deste trabalho é apresentar o Teorema do Posto, entender quais sao as
hipdteses e os resultados deste teorema e algumas de suas consequéncias. Pelo fato do teo-
rema fornecer um resultado geral, a apresentacao de exemplos e, principalmente, aplicagoes
pode ajudar a elucidar qual a motivacao, de onde surgiu a necessidade deste resultado e, de
fato,sob quais hipdteses este teorema facilita a demonstracao de alguns resultados como,
por exemplo, a Forma Local das Imersdes de classe C' e Forma Local das Submersoes de
classe C''. A grosso modo, o Teorema do Posto estabelece que dada uma funcao f de classe
C' com posto constante, a menos de composicdes de bijecoes, a funcao f é simplesmente
uma funcgao projecao.

O posto de uma transformagao linear T : R — R™ é a dimensao da sua imagem T -
R™, isto é, o nimero méximo de vetores linearmente independentes entre T-eq,--- ,T e,
ou, equivalentemente, o nimero maximo de colunas linearmente independentes da matriz
de T. Prova se em Algebra Linear que este é também o nimero maximo de linhas se, e
somente se, a matriz de T contém um determinante menor r X r nao-nulo, mas qualquer
determinante menor de ordem r+ 1 é igual a zero. O posto de uma aplicacao diferencidvel
f: U — R™ num ponto x C U é o posto da sua derivada f'(z) : R™ — R" Esse
posto, evidentemente, nao pode ser maior do que m nem maior do que n. Uma imersao
f:U — R" definida num aberto U C R™ tem posto m em todos os pontos x € U e uma
submersao tem posto n em qualquer ponto. Por isso, imersoes e submersoes sao chamadas
aplicacoes de posto maximo.

Fundamentacgao tedrica

Lema 1. Seja U C R™ x R* um aberto verticalmente convexo. Se f : U — RP tem a
sequnda derivada parcial Osf identicamente nula em U entdo f é independente da sequnda
varidvel, isto €, f(x,y) = f(x,yo) para qualquer (z,y) e (x,y) € U.
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Lema 2. Seja E C R™P um subespaco m-dimensional. Entdo existe uma decomposicao
em soma direta R™TP = R™ G RP tal que a primeira proje¢io m : R™P — R™  7(u,v) =
u, aplica E isomorficamente sobre R™.

Teorema do Posto 1. Seja f : U — R™P de classe CF(k > 1) e posto constante m
em cada ponto do aberto U C R™™™ . Para cada ponto a € U existem difeomorfismos «,
de um aberto em R™ x R™ sobre uma vizinhanca aberta de a, e B, de uma vizinhanca
aberta de f(a) sobre um aberto em R™ x RP | ambos, o e f3, de classe C*, tais que

Bofoa:(x,y) — (z,0).

Demonstracao 1. Seja E = f'(a) - R™™™ C R™P. Entio pelo Lema 2 existe uma
decomposicao em soma direta R™TP = R™ G RP tal que a primeira projecao w : R™MP —
R™ aplica E isomorficamente sobre R™. Entdo (wo f)(a) = 7o f'(a) : R — R™ ¢
sobrejetiva. Pela Forma Local das Submersées, existe um difeomorfismo o € C* de um
aberto Vo x W C R™ x R™ sobre uma vizinhanga aberta de a tal que 7fa(x,y) = x. Isto
significa que fa(z,y) = (z,X(x,)), onde X : Vo x W — RP ¢ de classe CF. Afirmamos
que 9oA = 0. Como o posto de fa (igual ao da f) é m temos B = 0, donde Ox\ = 0.
Como W pode ser tomado convexo, seque-se do Lema 1 que A(x,y) ndo depende de y.
Seja a(ay,a2) = a. Considerando a inje¢ao i : Vo — Vo x W dada por i(z) = (x,az)
obtemos a aplicac¢do de classe C*, fai : x — (x, \(x,a2)), que tem derivada injetiva no
ponto ay e cumpre fai(x) = fa(x,y) para qualquer (x,y) € Vo x W. Pela forma Local das
Imersées, existe um difeomorfismo B de classe CF numa vizinhanca aberta de f(a) sobre
um aberto em R™ x RP, tal que Sfai(x) = (x,0). Aqui, z estd possivelmente num aberto
V C Vb, contendo a1. Como fai(z) = fa(z,y), temos Sfa(z,y) = (x,0) quaisquer que
sejamzx €V, ye W.
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