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Abstract— If, on the one hand, the complex p synthesis can be easily performed via a structured Hoo synthesis,
on the other hand, the mixed p synthesis is unfortunately not so straightforward. The explanation for this
discrepancy lies in the different way the D — G upper bound on p is calculated in both cases. In this work, a
non-smooth mixed p synthesis technique recently presented is evaluated in a difficult control problem involving

DOI: 10.5540/03.2013.001.01.0179

the non-linear model of a missile.

Keywords— p synthesis, non-smooth optimization, robust control.

Resumo— Se por um lado a sintese p complexa pode ser realizada diretamente a partir de uma sintese Hoo
estruturada, por outro lado a sintese p mista revela-se bem mais delicada, por causa da forma como o limite
superior D —G para p é calculado nos dois casos. No presente trabalho, uma técnica de sintese p nao-diferencidvel
proposta recentemente é avaliada em um problema dificil de controle do modelo nao-linear de um missil.

Palavras-chave— sintese u, otimizagao nao-diferencidvel, controle robusto.

1 Introducgao

A técnica de sintese H, ndo-diferencidvel introdu-
zida em (Apkarian and Noll, 2006b) representou
um grande avanco na teoria de controle robusto.
Um dos principais atrativos dessa técnica consiste
na possibilidade de se sintetizar controladores H,
submetidos a restrigoes estruturais, o que torna
possivel se projetar controladores cuja estrutura é
definida a priori. Desse modo, pode-se entao reali-
zar um projeto onde os diversos integrantes do sis-
tema de controle, tais como pré-compensador ou
controlador de realimentagao, sao sintonizados si-
multaneamente. Essa flexibilidade representa um
grande avango sobre as técnicas de sintese H,
tradicionais baseadas em equacgoes algébricas de
Riccatti ou desigualdades matriciais do tipo LMI,
que apenas conseguem produzir controladores de
ordem plena. E verdade, entretanto, que o prego
a se pagar por tal flexibilidade é a perda da oti-
malidade global, uma vez que a nao-convexidade
do problema de minimizacao solucionado requer
a aplicagao de algoritmos especializados que con-
seguem oferecer apenas certificado de otimalidade
local. Entre outras vantagens da abordagem nao-
diferenciavel H., pode-se citar sua capacidade de
tratar sistemas de ordem elevada, bem como sua
facil extensdo para problemas multi-objetivos en-
volvendo restrigoes espectrais, nos dominios do
tempo e da frequéncia (Simoes et al., 2009).
Sabe-se que a relagao entre as sinteses e Ho
é estreita, uma vez que um limite superior para
o valor de p pode ser calculado através de uma
norma H,, escalonada (Zhou et al., 1996; Skoges-
tad and Postlethwaite, 2005). No caso da sintese
1 complexa, a realizagao da sintese p a partir da
sintese H,, é direta, bastando para tanto apenas
se considerar o multiplicador como componente
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de um certo controlador aumentado que também
compreende o controlador original (Apkarian and
Noll, 2006b). J& no caso da sintese p mista,
o problema torna-se mais complicado devido ao
fato daquele limite superior ser expresso nao mais
em termos de valores singulares como na norma
H,,, mas sim em termos de autovalores (Fan and
Tits, 1991), dificultando assim a realizacao da sin-
tese p diretamente a partir de uma simples sintese
Ho.

Em (Apkarian and Noll, 2006a), o pro-
blema da sintese p nao-diferenciavel foi tratado
utilizando-se o formalismo IQC (do inglés Inte-
gral Quadratic Constraints). Para resolver o pro-
blema de viabilidade baseado em desigualdades
no dominio da frequéncia (ou FDI, do inglés Fre-
quency Domain Inequalities) que surge da formu-
lacao IQC, a técnica requer a solucao de um pro-
blema de minimizacao envolvendo uma func¢ao au-
tovalor como objetivo. A grande desvantagem
dessa abordagem é que ela baseia-se no algoritmo
em (Kao et al., 2004) para o célculo da fungao
objetivo, algoritmo esse cuja eficiéncia ainda pre-
cisa ser comprovada. Note que a sintese H,,, por
outro lado, baseia-se no consagrado algoritmo de
(Bruinsma and Steinbuch, 1990). A fim de se con-
tornar essa dificuldade, uma nova técnica de sin-
tese p nao-diferencidvel foi proposta recentemente
em (Apkarian, 2011). Nessa abordagem, o pro-
blema de viabilidade para a sintese p é reformu-
lado como um problema de minimizagao H,, ti-
pico.

O objetivo do presente trabalho é ava-
liar a técnica de sintese p nao-diferencidavel de
(Apkarian, 2011) em um problema dificil de con-
trole do modelo nao-linear de um missil. O artigo
estd organizado da seguinte maneira. Na Secao 2,
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sao apresentados os principais elementos da sin-
tese u nao-diferenciavel utilizada. Na Secgao 3, a
técnica é aplicada no projeto de um controlador
para o modelo longitudinal nao-linear de um mis-
sil ar-ar. A Segdo 4 traz as conclusoes do trabalho.

2 Sintese u nao-diferenciavel

A
z P(%) w
y E :| H
C(s)

Figura 1: Forma padrao para a sintese u

Considere a interconexao classica para sintese
u mostrada na Figura 1, onde P(s) representa a
planta de sintese, C(s) é o controlador a ser proje-
tado, e A retine as incertezas afetando o sistema.
Assume-se que o bloco de incertezas A possua a
seguinte estrutura particular:

A £ {A = diag(éllrl, .. .,(Sqqu,Ap) :
6; e R, Ap € (lexml} s (1)

com N £ 3% r;+mi. O bloco de incertezas
A € A é entao constituido de incertezas paramé-
tricas repetidas mais um bloco complexo cheio Ap
que geralmente estd associado a especificacoes de
desempenho. A bola unitdria em A é represen-
tada por BA £ {A € A: ||A]| <1}

Seja N(s) = Fi(P(s),C(s)), onde Fi(-,-) re-
presenta a notagao padrao para uma LFT infe-
rior. Seja também Ap £ diag(d11y,,...,0q1r,),
de modo que A = diag(Ag,Ap). Sabe-se que
o sistema em malha fechada da Figura 1 serd
bem-posto, internamente estavel para todo Ag €
BARg, e apresentard desempenho robusto

| Fu(N(s),Ar)|l, <1, VAR € BAg, (2)

se, e somente se (Zhou et al., 1996; Skogestad and
Postlethwaite, 2005),

pa(N(jw)) <1, Vw. 3)

Considere agora os seguintes conjuntos de

Ga 2 {G(s): G=GH" e CV*N,
GA = A"G. VA € A}, (5)

Denote-se por D, o valor de D(s) € Da calculado
em s = jw, idem para G,. Seja S, = D, 2D, -
0 . Mostra-se que uma condi¢ao suficiente para
(3) é que a seguinte desigualdade matricial seja
satisfeita (Fan and Tits, 1991; Apkarian, 2011):

N(jw)" S, N(jw) - S,
+§(GuN(jw) = N(jw)" Gu) < 0,%w. (6)
Considere, agora, as seguintes matrizes:

By & In  —V2Iy By 2 In 2y
N V2Iy  —Iy |77V V2Iy  In |

Aplicando-se a transformacao bilinear induzida
por By, mostra-se que a desigualdade (6) pode
ser reescrita na forma da seguinte condigao real
negativa:

M,Fi(By x P(jw),C(jw)) + (*) < 0,Yw, (7)

onde M, £ —(Sw + jGy), e * denota o produto
estrela de Redheffer. Por construgao, M, possui a
mesma estrutura que os multiplicadores D,,, com
a propriedade real negativa M, + M, % < 0. Em
resumo, havendo estabilidade nominal da planta
em malha fechada, a condigdo de Desempenho
Robusto em (3) serd atendida sempre que as se-
guintes desigualdades matriciais no dominio da
frequéncia forem atendidas:

M,Fi(By *x P(jw),C(jw)) + (x) <0, (8)
M, + (x)<0. (9)

Representado-se o multiplicador M (s) como
M(s) = M(s)? My(s), onde ambos M(s) e
Ms(s) sao biestdveis, as desigualdades (8)-(9) po-
dem ser reescritas como:

Mz, Fi( By * P(jw), C(jw)) My~ + (x) <0,
(10)

My My, '+ (%) < 0.

(11)

Sejam, agora, Wi(s) £ My(s) — I e Wa(s) £
Ms(s) — I. Note que Wi(s) e Wa(s) possuem a
mesma estrutura de M (s). Utilizando-se o Lema
1 de (Ly et al., 1994), mostra-se que a FDI (11) é
satisfeita se e somente se a seguinte desigualdade
for satisfeita:

H]:l (Pm, [Wl()(S) WS(S)DHOO <1, (12)

com
multiplicadores:
Iy | In —In
Da 2 {D(s): D € CV*N det(D) # 0, Pp 2By |, T 0 1 (13)
AD = DAVA € A}, (4) IJ; o0 - Ix
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Mostra-se, também, que o primeiro termo em
(10) pode ser reescrito como

Fi(Lu(By * P(jw)) R + Qu, K(jw)),  (14)

onde
C(s) 0 0
K(i)= | 0 Wi(s) 0
0 0 WQ(S)

e L, R, e @, sao dadas por

In 0 In 01"
Lw = 0 Ip2 ’ Rw - 0 Im2 )
0 0 —In O
Iy O 0 0
0 | 0 0 Iy
Qu=|0 | 0 0 0
I | 0 —Iy ©
o | o 0 0

Considerando-se (14) e utilizando-se nova-
mente o Lema 1 de (Ly et al., 1994), conclui-se
que a FDI (10) é equivalente a seguinte condicao:

1Fi (B, Fi( Ly (By % P(8)) Ry + Quoy K (5))) | o
<1. (15)

Definindo-se
Py(s) £ By * (Luw(By * P(s)) Ry + Qu),  (16)
a restricio (15) pode ser reescrita como:
[Fi(Pu(s), K ()]l < 1. (17)

Em suma, as restrigoes (12) e (17) representam
uma condicao necessaria e suficiente para a FDI

(6)-

O problema de viabilidade dado por (12) e
(17) pode ser abordado através da resolugio do
seguinte problema de minimizagao:

mirll(i(nﬁize max {||F;(Pu(s), K(s))]l

(e [ o)LL} 0

Note que se a solugao encontrada for tal que o va-
lor da fungéo objetivo em (18) é menor do que 1,
entao trata-se de uma solugao viavel para o pro-
blema de viabilidade de sintese dado por (12) e
(17). Considerados conjuntamente, os termos do
tipo Hs na fungao de maximizagao também as-
seguram que os fatores Mi(s) e Ms(s) sdo bies-
taveis. Resumindo, se um controlador aumentado
K (s) é encontrado de tal forma que a funcao mi-
nimizada em (18) seja estritamente menor que 1,
entdo o controlador C(s) atinge as restrigoes de
desempenho descritas em (2).

010179-3

E possivel generalizar a presente formulacao
de sintese u para tratar, também, problemas de
sintese v (Fan and Tits, 1992). Para tanto, basta
substituir P(s) em (16) por:

(pIEi i 0 0
0 SLn, 0| P(s), (19)
0 0 I,

onde ¢, v € Rt. Este formalismo permite tratar,
por exemplo, os seguintes problemas adicionais:

e Desempenho robusto: qual o menor « tal que,
sempre que a incerteza possuir tamanho 1 ou
menor, a norma H,, do pior caso de desem-
penho é menor que v? Neste caso, ¢ = %;

e Pior caso de desempenho: qual o menor -y tal
que, sempre que a incerteza possuir tamanho
1 ou menor, a norma H., do pior caso de
desempenho é menor que 4? Neste caso, ¢ =

1;

e Maior incerteza admissivel: qual o maior ¢
tal que, sempre que a incerteza possuir tama-
nho ¢ ou menor, a norma H., do pior caso
de desempenho é menor que 1?7 Neste caso,
v & 1.

Em todas as situagOes acimas, v e ¢ dever ser
trazidos para baixo, quando nao estiverem fixos,
através de uma busca dicotomica baseada no mé-
todo da bissegao.

3 Aplicacao ao controle de um missil

A técnica de sintese p nao-diferencidvel da Segao
2 ¢é aplicada agora no projeto de um piloto auto-
matico para o modelo longitudinal nao-linear de
um missil ar-ar introduzido em (Reichert, 1992).

vetor de\elevagio
elevagdo da cauda

| de ataque
vetor de velocidade /

ch> 0 sistema instavel
Xep< 0O sistema estavel

Figura 2: Diagrama fisico do missil

No modelo longitudinal do missil representado
na FIG. 2, as varidveis de estado sdao o angulo
de ataque «a(t) (em °), a velocidade angular em
arfagem ¢(t) (em °/s), o angulo de deflexao do
profundor &(t) (em °) e sua derivada §(t) (em ©/s).
A aceleracdo normal 7(t) (em g) e a velocidade
angular em arfagem ¢(t) sdo as saidas medidas,
e a entrada é dada pela deflexdo comandada do
profundor §.. Uma representagao quasi-LPV da
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dinamica do missil incluindo-se o atuador é dada
por:

(&7 Zo 1 Zs 0 (e}
q| M, O My 0 q
ol 0 0 0 1 (5
) 0 0 —we? —2w.| |4
0
0
+ 0 0. (20)
w2
o
nl _ |No 0 Ns 0] |¢q
K R H
0

onde:

M
Zo =Ko M cosa [ana® + bylaf + ¢ (2 — 3

Zs =Ko M cosa dy,

8M
M, = Ky M? [a,0° + by |a + ¢ (=7 + T)],

Ms = K, M? d,,,

2 2 M
N, = K, M* [ana® + byla| + ¢, (2 — ?)],
Ns =K, M? d,.

A descricdo nao-linear acima representa um mis-
sil voando a uma altitude de 20.000 ft, supondo-
se desacoplamento entre os eixos de guinada e
de rolagem. Os valores numéricos e as unidades
dos coeficientes em (20)-(21) estao disponiveis em
(Reichert, 1992; Pellanda, 2001). S&o pardmetros
variantes no tempo «(t) e M(t), sendo a(t) um
parametro enddégeno e o nimero de Mach M (t)
uma variavel exdgena. Note que, devido a sime-
tria das equagoes do missil em torno de a = 0,
controladores podem ser projetados para a > 0
e, entdo, interpolados em |a| e M(t). A evolucao
temporal do niimero de Mach é representada por

. 1
M = —[—|n| sen(|a|) + A, M?cos(a)]  (22)
Vs
com M(0) = 4 sendo um valor realista.
Em (Pellanda, 2001) foi desenvolvida uma re-
presentagdo LFT do modelo quasi-LFT (20)-(21)
compativel com a Figura (1), com A dado por

- 6a16 Og
A= [ Og 5M16:| ’ (23)

com J, e 0 escalares reais e variantes no tempo.
Note que, nesse caso, os multiplicadores para a
sintese p devem ser estaticos (Shamma, 1994).

O objetivo de projeto é a sintese de um con-
trolador que mantenha a estabilidade sobre toda
a faixa de operagdo, isto é, a € [—30°,30°] e
M € [2,4], além de garantir o acompanhamento
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de comandos em degrau em 7). com constante de
tempo nao maior que 0.35 s, ultrapassagem mé-
xima de 10% e erro em estado estaciondrio menor
do que 1%. A estrutura de controle em malha
fechada adotada é mostrada na FIG. 3.

>{ Missil

q

Figura 3: Planta de sintese para o exemplo do
missil

Na sintese p, os objetivos de desempenho
precisam ser expressos pela escolha de fungoes
de ponderagao frequenciais apropriadas. O pré-
compensador W;(s) é usado para bloquear varia-
¢oes rapidas do sinal de comando, evitando a satu-
ragao do atuador. A fungao de ponderagao We(s)
penaliza o erro de referéncia. Os seguintes valores
numéricos foram adotados:

Wi(s) 2 [%} , (24)

—472,38 917,43 | —164,68
W.(s)2 | —917,43 —1078,2 | —121,66
—164,68 121,66 | 0,1112

(25)

3.1 FEstabilidade robusta

Inicialmente, procurou-se projetar um controlador
LTT que garantisse estabilidade robusta. Nesse
caso, tem-se que N = 12, que a dimensao do canal
de desempenho é dada m; = 0, e que a dimensao
do canal de controle é dada por mgy = 1 e py =
2. Foi utilizada ordem 0 para o multiplicador, en-
quanto que a ordem do controlador foi escolhida
como 4. Conforme observado anteriormente, a es-
colha de um multiplicador estatico deve-se ao fato
da incerteza tratar-se de parametro variante no
tempo (Shamma, 1994). Neste caso, introduz-se
certo conservadorismo devido a hipdtese implicita
de um limite superior infinito para a taxa de vari-
acao do parametro.

Utilizando-se o programa (18), nao foi possi-
vel encontrar um controlador LTI que garantisse
estabilidade robusta para toda a faixa de opera-
¢do o € [—30°,30°] e M € [2,4]. A estabilidade
robusta sé pode ser obtida supondo-se um nu-
mero de Mach fixo. Para este valor de M = 3,
obteve-se um controlador garantindo estabilidade
para o € [—20°,20°]. Assim sendo, para a etapa
seguinte assumiu-se M = 3, dpy = 0, e a € [-20,
+20] graus.
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3.2 Desempenho robusto

O primeiro passo para o projeto de um controla-
dor LTT garantindo estabilidade robusta consistiu-
se na realizacao de uma sintese H,, de ordem
plena considerando-se o modelo nominal, isto é,
sem incertezas no angulo de ataque e no nimero
de Mach. Note que na sintese p nao se conse-
guird um valor para -y, considerando-se a matriz
generalizada na EQ. (19), menor do que o obtido
pela sintese H.,, que no presente exemplo foi de
0,2474.

Para a sintese p nao-diferencidvel, tem-se
-1 <, < 1edpy =0. A dimensdao do canal
de incerteza é dada por N = 7, a dimensao do
canal de desempenho é dada por m; = 1, e a di-
mensao do canal de controle é dada por my =1 e
pa = 2. Foi selecionada a ordem 4 para o contro-
lador. O valor minimo encontrado para ~ foi de
2,8875.

Inicialmente, procedeu-se a uma analise qua-
litativa utilizando-se o modelo LFT do missil em
malha fechada com o controlador K, obtido pela
sintese p nao-diferenciavel, considerando-se o pa-
rametro J, congelado. A FIG 4 apresenta a res-
posta ao degrau (7. para n) do sistema em malha
fechada para 10 amostras diferentes do pardmetro
congelado.

Step Response

From:n, Toin

Amplitude

Time (seconds)

Figura 4: Resposta ao degrau do sistema em ma-
lha fechada considerando-se o parametro conge-
lado.

Na FIG 5 é mostrada simulagao realizada com
o modelo nao-linear do missil em malha fechada
com o controlador K, considerando-se M = 3,
para se verificar a capacidade de acompanhamento
de uma aceleracao normal de referéncia 7. (t). Na
FIG 6 é mostrada a evolugao temporal do dngulo
de ataque, correspondendo a trajetoria do sistema
nao-linear em malha fechada mostrada na FIG 5.

3.3 Sintese Hy-LPV

O objetivo final do presente trabalho era a utiliza-
¢ao da sintese pu nao-diferenciavel da Secao 2 para
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40

30

204

=)

Aceleragao Normal (ﬁ/sl)
o

30}

Tempo (s)

Figura 5: Acompanhamento de referéncia do mo-
delo nao-linear do missil em malha fechada com o
controlador K,,, para M = 3.

Angulo de ataques (graus)

5
Tempo (s)

Figura 6: Evolucao temporal do angulo de ataque.

o projeto de um controlador H,,-LPV conforme
proposto em (Apkarian and Gahinet, 1995). Nessa
abordagem, os pardmetros variantes no tempo po-
dem ser medidos pelo controlador LPV conforme
representado na FIG 7. Note que o sistema da
FIG 7 pode ser facilmente rearranjado na forma
padrao da FIG 1. Nesse caso, o novo bloco de
incertezas serd dado por

[0?2 OX] , (26)

e a dimensao do canal de incerteza é dada por
N =24.

No presente caso, mesmo utilizando-se di-
versos pontos iniciais nao foi possivel encontrar
uma solucdo vidvel (i.e., custo <1) para o pro-
grama (18). Assim, nao foi possivel encontrar
um controlador que garantisse estabilidade ro-
busta considerando-se o modelo quasi-LPV com-
pleto (20)-(21). No presente contexto, significa
que nao foi possivel encontrar um controlador
LPV que estabilizasse a planta nao-linear. FEsse
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Figura 7: Forma padrao para a sintese H..-LPV.

resultado foi em certa medida inesperado, na me-
dida em que o novo controlador possui mais grau
de liberdade que o controlador LTT anterior, de
modo que seria esperado a obtencao de uma maior
robustez. Uma possivel explicacao para esse fato
parece residir no fato de a técnica de otimizagao
utilizada possuir certificado de optimalidade ape-
nas local. Acrescente-se a isso o fato de que a
fungéo objetivo em (18) parece possuir pontos cri-
ticos associados ao valor 1 que tendem a atrair a
iteragao, impedindo assim a obtencao de uma so-
lugao viavel para o problema de projeto. Infeliz-
mente, esse efeito parece tender a se tornar mais
critico & proporgao que a dimensao N do canal de
incertezas aumenta, uma vez que multiplicadores
de maior dimensao implicam um nimero maior de
variaveis de projeto.

4 Conclusao

Uma técnica recente de sintese p mista base-
ada em otimizacao nao-diferencidvel foi discutida
nesse trabalho, bem como sua aplicacao no con-
trole do modelo longitudinal nao-linear de um mis-
sil. A técnica de projeto discutida possui o grande
atrativo de permitir a sintese de controladores LTI
ou até mesmo LPV com estrutura definida a pri-
ori. Na presente aplicagao, entretanto, a técnica
nao se mostrou capaz de fornecer um controlador
satisfatorio quando se considera o modelo quasi-
LPV completo do missil.
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