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1 Introdução

O Teorema de Kummer (Teste de Kummer)( [3]), é um dos resultados de maior im-
portância na teoria de séries infinitas de números reais. Sua importância se dá no fato de
que fornece condições necessárias e suficientes para a convergência e divergência de séries
de números reais positivos.

Neste trabalho temos o objetivo de apresentar uma extensão para o Teste de Kummer
bem como algumas de suas consequências. Em particular, apresentaremos extensões para
os testes de D’Lambert, Raabe, Bertrand e Gauss, além de uma versão do Teorema de
Olivier.

Teorema [Teste de Kummer]

Considere a série

∞∑
n=1

an onde {an} e uma sequência de números reais positivos.

(i) A série
∑∞

n=1 an converge se, e somente se, existir uma sequência {pn}, um número
real c > 0 e um inteiro N ≥ 1 tal que

pn
an
an+1

− pn+1 ≥ c, n ≥ N.

(ii) A série

∞∑
n=1

an diverge se, e somente se, existir uma sequencia {pn} e um inteiro

N ≥ 1 tal que

∞∑
n=1

1

pn
diverge e

pn
an
an+1

− pn+1 ≤ 0, n ≥ N.
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2 Resultados Principais

Nesse trabalho temos por interesse caracterizar a relação entre as sequências de números
reais positivos {cn} e {an} de modo a garantir a convergência e divergência da série

∑
cnan.

Essa caracterização é obtida por meio de uma extensão que obtemos do teste de Kummer,
a qual é enunciada a seguir.

Teorema [Extensão do Teste de Kummer]
Considere a série

∑∞
n=1 cnan com {an} {cn} sequência de termos positivos.

(i) A série
∑∞

n=1 cnan converge se, e somente se, existir uma sequência {pn} de números
reais positivos e um inteiro positivo N ≥ 1 tal que

pn
an
an+1

− pn+1 ≥ cn+1, n ≥ N.

(ii− a) Suponha que exista uma sequência {pn} e um inteiro positivo N tal que

pn
an
an+1

− pn+1 ≤ −cn+1, n ≥ N

com
∑∞

n=1
1
pn

sendo uma série divergente. Então
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1
1
cn

,
∑∞

n=1(pn − cn)an e∑∞
n=1 pnan diverge. Se além disso lim cn

pn
6= 0 então

∑∞
n=1 cnan diverge.

(ii − b) Suponha que ambas as séries
∑∞

n=1 cnan e
∑∞

n=1 an diverge. Além disso,
suponha que para todo m ∈ N existe r ∈ N tal que

am + ... + ar ≥ cmam + ... + crar.

Então, existe uma sequência {pn} e um inteiro positivo N ≥ 1 tal que
∑∞

n=1
1
pn

diverge

pn
an
an+1

− pn+1 ≤ −cn+1, n ≥ N.
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