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1 Introducao

O Axioma das Paralelas é comumente apontado como sendo o marco na geometria
axiomatica para a diferenciacdo da Geometria Euclidiana das Geometrias Nao Euclidianas
[1]. Porém na tentativa de se reconstruir a Geometria Esférica com a Axiomética de
Hilbert, algumas preposigoes ndo se mostraram vélidas antes de se considerar o Axioma
de Riemann [2]. Abordaremos os Axiomas da Medi¢ao de Segmentos, um dos grupos de
axiomas propostos por Hilbert em seu trabalho de reorganizar a Geometria Fuclidiana.

2 Geometria Euclidiana x Geometria Esférica

Axioma 1. A todo par de pontos do plano corresponde um nimero maior ou igual a zero.
Sendo zero se e somente se 0s pontos coincidirem.

Definicao 2.1. O nudmero relativo ao par de pontos a que se refere o Axioma 1 recebe o
nome de distdncia dos pontos ou comprimento do segmento.

Axioma 2. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta qualquer e
0s numeros reais, de modo que através do modulo da diferenca entre os nimeros definimos
a distancia entre os pontos correspondentes.

Figura 1: Medicao de segmentos nas geometrias Euclidiana e Esférica, respectivamente.
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Como Axioma 2 trata da medicao de segmentos, com ele podemos relacionar, biunivo-
camente, pontos quaisquer de uma reta a uma régua infinita, que é a reta dos ntmeros
reais. Aos numeros relacionados a cada ponto da reta referimos como coordenada do
ponto. Porém, se tratando de uma reta esférica, como esta é um circulo, uma corres-
pondéncia s6 faz sentido se percorremos um determinado ponto mais de uma vez, e assim
a correspondéncia deixa de ser biunivoca.

Portanto, devido ao fato do comprimento de uma circunferéncia, ser a maior distancia
percorrida sobre uma reta de modo que nao percorramos mais de uma vez um mesmo local
da esfera, este axioma foi alterado para:

Axioma 3. Consideremos o intervalo [0,2m) no caso da esfera unitdria. Existe uma
correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta esférica e um intervalo, de modo que
o modulo da diferenca entre os numeros defina a distancia entre os pontos correspondentes.

Proposicao 2.1. Se em uma semirreta Sap um segmento AC estd de modo que AC <
AB, entdo o ponto C entd entre A e B.

Teorema 1. Sejam A, B e C pontos distintos de uma reta com as respectivas coordenadas
a, b ec. Entao o ponto C estard entre A e B se, e somente se, o numero ¢ estiver entre
a eb.

Figura 2: Ponto C entre os pontos A e B em ambas as geometrias.

Na Geometria Esférica, ao percorrermos uma circunferéncia de modo continuo pas-
samos por um mesmo ponto mais de uma vez como ilustrado na Figura 2. Assim, a
Proposicao 2.1 e o Teorema 1 nao fazem sentido na Geometria Esférica pois é dificil de-
finir na geometria Esférica quando um poto estd entre outros devido a circularidade da
reta esférica.

Diante de vérias divergéncias, as discussoes acima sinalizam uma necessidade de apro-
fundamento do estudo da construcao da Geometria Esférica de modo axiomatico, ja& que
alguns resultados nao se mostram validos na Geometria Esférica.
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