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1 Introducao e Teorema de Baire

Este trabalho apresenta alguns resultados importantes de Analise Funcional, com foco
nas aplicagoes do Teorema de Baire. Primeiramente seguem algumas definicoes e re-
sultados necessarios, incluindo o Teorema de Baire, para que possamos utilizd-lo para
demonstrar o Principio da Limitacao Uniforme, e encerramos com uma aplicacao.

Definigao 1.1 (Espaco de Banach). Diremos que X é um espago de Banach se X for um
espaco vetorial normado que € completo em relacao a métrica induzida pela norma.

Temos que todo espaco vetorial normado pode ser imerso em um espaco de Banach.

Definicao 1.2 (Espaco Dual). Suponhamos que X seja um espago vetorial normado K.
Entao L (X,K), que € o conjuntos das fungoes f : X — K continuas e lineares, € um
espaco de Banach que é denominado de espaco dual de X, que € denotado por X*.

Definigao 1.3 (Conjunto Nunca Denso). Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico.
[¢]
Diremos que um subconjunto A de X € nunca denso quando A= &.

Definicao 1.4. Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico e que A seja um sub-
conjunto de X. Diremos que A € de 1* Categoria em (X, p) quando A for uma uniao
enumerdvel de conjuntos nunca densos. Diremos que A é de 2% Categoria quando ndo for
de 1% categoria.

Teorema 1.1 (Teorema de Baire). Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico com-

oo
pleto. Se {A,,} for uma familia de conjuntos abertos e densos de (X, p) entdo ﬂ A, =X.
n=1
Corolério 1. Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico completo. Entdao X serd de
2% categoria em X.

Corolério 2. Suponhamos que (X, p) seja um espago métrico completo e que A seja um
subconjunto fechado de X. Se A for de 1% categoria em X entdo A serd nunca denso.
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2 Aplicagoes do Teorema de Baire

Teorema 2.1 (Teorema de Banach-Steinhauss). Suponhamos que (X, | -||) e (Y, - |I) se-
jam espacos wvetoriais normados e que T, € L(X,Y), com a € Q. Se
{z € X :sup{||Ta (z) || : @ € Q} < o0} for de 2* Categoria entao sup {||To]| : @ € Q} < 0.

Teorema 2.2 (Teorema de Banach-Steinhauss (#2)). Suponhamos que X seja um espago
de Banach, que (Y,||-||) seja um espago vetorial normado e que T, € L(X,Y), com
a€ Q. Sesup{||T,] :a € Q} < oo entio {z € X :sup{||T (2) ] : a € Q} < oo} serd de
2% Categoria.

Teorema 2.3 (Principio da Limitacao Uniforme). Suponhamos que X seja um espago de
Banach, que (Y,|| - ||) seja um espago vetorial normado e que T, € L(X,Y), com a € .
Se sup{||Tn (z) || : @ € Q} < 00 entdo sup {||Tn] : @ € O} < 0.

Demonstragao: Se mostrarmos que {sup{||T, (z)| : @ € Q} < o0} é de 2* categoria,
pelo Teorema 2.1 provamos o que queremos. Como sup{||7y ()] : @ € 2} < oo, com
x € X, podemos dizer que

X=A{zxe X :sup{||Ta ()| : « € 2} < c0}.

X é completo e, assim, de 2% categoria.
Portanto, {sup {||Ts ()| : @ € Q} < 0o} é de 2* categoria. O
Como consequéncia temos que a seguinte aplicacao:

Exemplo 1. Suponhamos que X seja um espaco de Banach, que f € X* e que B C X.
Se f(B) for limitado entdo B serd limitado.

Demonstracao: Para cada b € b temos que
Th: X* - K
f= f)

Assim temos que, para cada T, € L(X*, K) que |Tp|]| = ||b]]. Além disso, para cada
f € X*, temos que |To(f)]| = | f(b)]]. Assim

sup {[|Ty(f)[| : b € B} = sup {|[f(b)]| : b € B} < o0
Segue, pelo Principio da Limitagdo Uniforme que sup {||T3|| : b € B} < oo dai
sup {[[b]| : b€ B} < o0
Donde segue que B ¢ limitado. (]
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