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1 Introducao

Neste trabalho, primeiramente apresentamos as definicdes de espacos £' e £P, mos-
trando que estamos trabalhando em um espago vetorial. Em seguida vemos trés impor-
tantes desigualdades que sao necessarias para demonstrar um teorema que mostra que L£?
é espaco vetorial normado, com uma norma especifica, que é finita. Definimos, com isso,
uma métrica d,, que em LP determina um espaco métrico completo. Por fim, esse teorema
¢é usado para demonstrar um resultado fundamental para esse estudo. Com ele, realizamos
uma aplicacao: o conjunto das fun¢ées mensuraveis limitadas é denso em LP.

2 Os Espacos L! e LP

Suponhamos que (X, A, 1) seja um espaco de medida. Seja L' (X, i), e considere a
seguinte relacao: f ~ g <> f = g, quase sempre. Assim, f ~ g se existir A € A tal que
w(A)=0e f(x) =g(x), para todo = ¢ A. Temos que ~ é uma relagao de equivaléncia
sobre L' (X, ). Além disso, podemos definir a seguinte norma sobre £ (X, i) :

1Al = /X f du,

que denotaremos por L!(X,pu) = L'(X, u)’N. Ainda, por convencdo, denotaremos
[f] = f. E esta definicdo de norma estd bem definida.

Definigao 2.1. Seja p € [1,00). Definamos LP (X, u) o sequinte conjunto

LP (X, pn) = {f mensurdvel : / |f|Pdp < oo} .
X
E mais, LP (X, p)| =LV (X, pn).
Teorema 2.1. LP (X, u) é um espago vetorial.

Lema 2.1 (Desigualdade de Young (ou Desigualdade Elementar)). Suponhamos que a, b, p
e q sejam numeros reais positivos e ]lj + é =1, entao
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ab  b?
ab < — + —.
b q

1 1
Lema 2.2 (Desigualdade de Hélder). Sejam p,q € R tais que — + — = 1. Considere
p q

ferlr(X,p) ege L9(X,p), entao f-ge LM (X, p) e

[ 18- gldu < 151, o,
Lema 2.3 (Desigualdade de Minkowsky). Sejam f,g € LP (X, u), entdo
1f +all, < IS, + llgll, -

Teorema 2.2. <Ep (X, p), ||Hp> ¢ um espago vetorial normado com a norma dada por

rf\p::(/gwfwdu)p.

Definigao 2.2. Suponhamos que (X, A, u) seja um espago de medida e que LP (X, ), com
p € (1,00). Sobre (X, A, 1) temos a norma

1
1£1l, = ([x [fPdp)? < oc.
Definamos, para quaisquer f,g € LP (X, ), que
Teorema 2.3. (LP (X, p),d,) € um espaco métrico completo.

Teorema 2.4. Suponhamos que p € [1,00) e que € > 0. Se f € LP (X, p) entdo existe
uma funcdao simples ¢ tal que

[WI<f e |f=4l,<e

Exemplo 2.1. Se p € [1,400) entdo o conjunto das func¢oes mensurdveis limitadas é
denso em L1 (X, ).

Com efeito, dada f € L7(X,u) e fixado € > 0, pelo Teorema 2.4, existe uma fungao
simples ¢ tal que

wl<f e lf-vl,<e

e, como toda fungao simples é £? (X, i), o resultado segue.
Com isso, mostramos que o conjunto das fungoes mensuraveis limitadas é denso em

LP.
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