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Abstract  Here the effects of two vaccination strategies on the propagation of contagious diseases are evaluated by using an 

epidemic model based on probabilistic cellular automaton. The mean-field approximation written in terms of ordinary differen-

tial equations is also analyzed and used in this study. As an example, the performance of these two vaccination strategies against 

the spreading of the swine influenza virus is numerically investigated.  

Keywords  bifurcation, epidemiology, population dynamics, probabilistic cellular automaton, vaccination. 

Resumo  Aqui, avaliam-se os efeitos de duas estratégias de vacinação sobre a propagação de doenças contagiosas, usando um 

modelo epidemiológico baseado em autômato celular probabilista. A aproximação de campo-médio escrita em termos de equa-

ções diferenciais ordinárias é também analisada e usada neste estudo. Como exemplo, investiga-se, numericamente, o desempe-

nho dessas duas estratégias de vacinação contra a disseminação do vírus da gripe suína. 
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1    Introdução 

Doenças contagiosas preocupam as pessoas e os go-

vernos. Exemplos clássicos de epidemias são a peste 

negra, que dizimou cerca de 30% da população euro-

peia no século XIV, e a gripe espanhola, que matou 

entre 1918 e 1919 mais de 100 milhões de pessoas no 

mundo (Anderson e May, 1992; Murray, 2002; Mur-

ray, 2003). Um exemplo talvez menos conhecido, 

mas de gravidade equivalente, é o da malária, que 

mata anualmente mais de um milhão de africanos 

(WHO, 2012).  

Felizmente, a propagação de algumas doenças 

contagiosas pode ser controlada por meio de vacina-

ção. Usualmente, vacinas são aplicadas na população 

hospedeira de duas maneiras: ou continuamente (ou 

seja, diariamente, uma pequena quantidade de indiví-

duos é vacinada) ou periodicamente (de modo que 

muitos indivíduos são vacinados num intervalo de 

tempo curto, de tempos em tempos). A primeira es-

tratégia é chamada de vacinação constante; a segun-

da, de vacinação pulsada (Shulgin et al., 1998). Por 

exemplo, no Brasil, crianças devem tomar vacina 

contra caxumba, rubéola e sarampo ao completarem 

12 meses de vida (Ministério da Saúde, 2010); por-

tanto, uma pequena parcela da população é vacinada 

diariamente contra essas doenças. Já pessoas com 

mais de 60 anos devem tomar vacina contra gripe 

anualmente, geralmente, entre o final do mês de abril 

e o início do mês de maio (Ministério da Saúde, 

2013). O primeiro caso é um exemplo de vacinação 

constante; o segundo, de vacinação pulsada. 

Aqui, usa-se um modelo epidemiológico do tipo 

SIR (suscetível-infectado-recuperado) (Anderson e 

May, 1992; Murray, 2002), representado por meio de 

um autômato celular probabilista (ACP), a fim de 

avaliar os efeitos dessas duas estratégias de vacina-

ção. A aproximação de campo médio correspondente, 

escrita em termos de equações diferenciais ordinárias 

(EDO), é também analisada e utilizada neste estudo. 

2    Propósito 

Neste artigo, investiga-se, numericamente, o desem-

penho de dois esquemas de vacinação usados para 

controlar a propagação do vírus A/H1N1, causador 

da gripe suína. Recentemente, modelos baseados em 

autômatos celulares têm sido usados para analisar 

diferentes aspectos da infecção por H1N1. Por exem-

plo, Qian et al. (2011) concluíram que é crucial isolar 

os indivíduos contaminados a fim de conter a propa-

gação desse vírus; Lee et al. (2011) e Prosser et al. 

(2011) avaliaram a relação custo-benefício da vaci-

nação contra tal vírus e afirmaram que é importante 

facilitar o acesso à vacina a todas as faixas etárias. 

Na próxima seção, descrevem-se os modelos 

formulados em termos de ACP e EDO, e a patologia 

causada pelo H1N1. 

3    Os modelos e a doença 

ACP tem sido usado na modelagem da propaga-

ção de doenças contagiosas (Monteiro et al., 2006; 

Schimit e Monteiro, 2009). No nosso modelo, cada 

indivíduo da população hospedeira ocupa uma célula 
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do ACP, cujo reticulado corresponde a uma matriz de 

dimensões n×n com condições de contorno periódi-

cas (ou seja, a primeira linha do reticulado está em 

contato com a última linha e a primeira coluna está 

em contato com a última coluna; assim, os indivíduos 

vivem numa superfície toroidal, de modo que não há 

efeitos de borda). Cada célula está em contato com as 

oito ao seu redor, o que no jargão de autômatos celu-

lares é chamado de vizinhança de Moore de raio uni-

tário (Wolfram, 1994).  

Cada célula (cada indivíduo) está, a cada passo de 

tempo t, em um de três estados: suscetível (S), 

infectado (I) ou recuperado (R). Por simplicidade, 

assume-se que o número de indivíduos da população 

hospedeira permanece constante durante o intervalo 

de tempo em que a propagação da doença é 

investigada. Assim, quando um indivíduo S, I ou R 

morre, nasce um indivíduo S em seu lugar. Essa 

suposição é razoável no caso em que a taxa de natali-

dade da população é próxima da taxa de mortalidade.  

A propagação de doença contagiosa é aqui mode-

lada pelas regras probabilistas descritas a seguir. Tais 

regras governam a transição de estados do ACP. 

Assume-se que, a cada passo de tempo t, há uma 

probabilidade Pinf de um suscetível se contaminar e 

se tornar infectado, dada por Pinf = 1– e
-Kv

, sendo v o 

número de vizinhos doentes e K o parâmetro que 

expressa a infectividade da doença (a facilidade com 

que o agente patogênico é transmitido e se instala 

num suscetível). Essa regra descreve a transição 

S→I. Observe que o valor de Pinf cresce com o 

aumento de v e/ou de K, e que se v=0, então Pinf=0.   

A cada instante t, cada infectado pode se curar 

com probabilidade Pcura, o que corresponde a uma 

transição I→R; se não se curou, ele pode morrer 

devido à doença com probabilidade Pmorte-1, o que 

corresponde a uma transição I→S; se não se curou 

nem morreu, ele permanece infectado. Supõe-se que 

a cura leva à imunidade plena. 

Ainda, a cada passo de tempo t, cada recuperado 

pode morrer por causas não relacionadas à doença 

com probabilidade Pmorte-2. Quando isso ocorre, tem-

se uma transição R→S. Essa probabilidade também 

engloba o processo de perda de imunidade, de modo 

que um recuperado volta, espontaneamente, a se 

tornar suscetível ao patógeno em estudo. 

Supõe-se também que, a cada instante t, um 

suscetível pode ser vacinado com probabilidade Pvac 

e que a vacina confere imunidade plena. Essa regra 

está associada à transição S→R. 

Em termos de equações diferenciais ordinárias, 

esse ACP escreve-se assim: 
 

dS(t)/dt = – aS(t)I(t) + cI(t) + eR(t) – fS(t)        (1) 

dI(t)/dt = aS(t)I(t) – bI(t) – cI(t)                        (2) 

dR(t)/dt = bI(t) – eR(t) + fS(t)                           (3) 
 

sendo S(t), I(t) e R(t) as quantidades de indivíduos 

suscetíveis, infectados e recuperados, respectiva-

mente. Note que como dS(t)/dt+dI(t)/dt+dR(t)/dt=0, 

então S(t)+I(t)+R(t)=N=constante, sendo N=n
2
 o 

número total de indivíduos da população.  

A equivalência entre o ACP e sua aproximação 

de campo-médio escrita em termos de EDO se dá 

tomando (Monteiro et al., 2006; Schimit e Monteiro, 

2009): b=Pcura, c=(1–Pcura)Pmorte-1, e=Pmorte-2, f=Pvac e 

a=ΔS→I/[S(t)I(t)], com ΔS→I denotando o número de 

transições S→I ocorridas por passo de tempo, após o 

sistema atingir seu regime permanente.  

O sistema (1)-(3) possui duas soluções esta-

cionárias (soluções tais que dS(t)/dt=0, dI(t)/dt=0 e 

dR(t)/dt=0), dadas por: (S1
*
,I1

*
)=(eN/(e+f),0) e 

(S2
*
,I2

*
)=((b+c)/a, eN(R0 – 1)/[(b+e)R0]), com R0 ≡ 

aeN/[(b+c)(e+f)]. A primeira solução é chamada de 

livre-de-doença (pois I1
*
 =0); a segunda, de solução 

endêmica (pois I2
*
>0). Obviamente, nos dois casos, 

R
*
=N – (S

*
+I

*
). 

A estabilidade dessas soluções de equilíbrio 

pode ser inferida a partir dos autovalores da matriz 

jacobiana, obtida linearizando o sistema (1)-(3) em 

torno de tais soluções.  De acordo com o teorema de 

Hartman-Grobman, (S
*
,I

*
) é assintoticamente estável 

se seus autovalores correspondentes têm parte real 

negativa. Mostra-se, para o sistema em análise, que a 

solução livre-de-doença é assintoticamente estável 

para R0<1 e instável para R0>1, e que a solução 

endêmica é assintoticamente estável para R0>1 e 

instável para R0<1. Portanto, em R0=1, ocorre uma 

bifurcação transcrítica (Monteiro, 2011). Essa 

bifurcação acontece quando duas soluções de 

equilíbrio trocam de estabilidade conforme um 

parâmetro do sistema passa por um valor crítico: 

assim, aquela solução que era assintoticamente 

estável passa a ser instável, e a que era instável se 

torna assintoticamente estável. 

O parâmetro de bifurcação R0 é, no jargão de 

epidemiologia, chamado de número (ou fator) de 

reprodutividade basal (Anderson e May, 1991; 

Murray, 2002). Tal parâmetro reflete o número 

médio de infecções secundárias causadas por um 

único indivíduo doente inserido numa população 

suscetível. Por isso, quando R0>1, o patógeno 

correspondente invade e/ou persiste na população; 

quando R0<1, ele tende a desaparecer.  

O modelo epidemiológico aqui proposto pode 

representar a evolução temporal das quantidades de 

indivíduos S, I e R no caso de doenças contagiosas 

contra as quais há vacina. Um exemplo é a gripe; em 

particular, a gripe suína, uma doença viral causada 

pelo subtipo A/H1N1. Sua taxa de mortalidade é de 

1-10 para cada 10.000 infectados e R0 ≈ 1,5-3,5 (isto 

é, cada infectado tende a contaminar, na média, de 

1,5 a 3,5 suscetíveis). Em geral, o doente se cura 

naturalmente após alguns dias (Ministério da Saúde, 

2010; Modchang et al., 2012; Nishiura et al., 2010).  

O Ministério da Saúde do Brasil aplica, gratui-

tamente, vacina contra gripe nas pessoas pertencentes 

aos grupos de maior risco de sofrerem complicações 

em consequência de contraírem essa doença. Esses 

grupos prioritários são: crianças com 6 a 24 meses de 

vida, idosos acima de 60 anos, indígenas, gestantes, 

mulheres que deram à luz nos últimos 45 dias, 

pessoas com doenças crônicas (como asma ou 
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diabetes), presidiários, profissionais da área da saúde 

que lidam com possíveis infectados. Em 2013, o 

governo disponibilizou 43 milhões de doses de 

vacina contra os subtipos mais comuns do vírus 

encontrados no ano passado, que são o A/H1N1, o 

A/H3N2 e o B. Sua meta era vacinar ao menos 80% 

do público-alvo (Ministério da Saúde, 2013). 

A seguir, apresentam-se os resultados obtidos a 

partir de simulações numéricas com o ACP, usando 

valores de parâmetros típicos da gripe suína. 

4    Resultados 

Considere que um passo de tempo do ACP cor-

responda a 3 dias de tempo real e que n=200 (portan-

to, há 40.000 indivíduos na região espacial represen-

tada pelo reticulado do ACP). Inicialmente, assuma 

que Pvac=0 (ou seja, não há vacinação); Pcura=0,7 

(assim, na média, 70% dos infectados se curam em 3 

dias, (1–0,7)×0,7+0,7 = 91% se curam em 6 dias, 

etc.); Pmorte-1=0,0005 (compatível com a taxa de mor-

talidade da doença, que é de 1 a 10 para 10.000 in-

fectados); Pmorte-2=0,1 (desse modo, na média, 10% 

dos recuperados ou morrem ou perdem a imunidade a 

cada passo de tempo) e K=1. Com essas escolhas, 

estimando o valor do parâmetro a e dos demais pa-

râmetros das equações (1)-(3) conforme descrito na 

seção anterior, obtêm-se, via simulações numéricas, 

aN = 1,67 ± 0,02 e R0 = 2,38 ± 0,01. Essas médias e 

os respectivos desvios padrões foram calculados a 

partir de 10 simulações, cada uma com 200 passos de 

tempo. Note que o valor de R0 encontrado é maior do 

que um (portanto, o patógeno se torna endêmico) e é 

compatível com o da doença modelada. A condição 

inicial das simulações é S(0)/N=0,99, I(0)/N=0,01 e 

R(0)/N=0; isto é, 99% da população é suscetível e 

1% está infectada em t=0. A solução estacionária 

atingida (endêmica) é composta por 42% de suscetí-

veis, 7% de infectados e 51% de recuperados, o que 

está de acordo com os valores calculados a partir das 

expressões para S2
*
 e I2

*
. A figura 1 ilustra uma des-

sas 10 simulações. 

O objetivo deste trabalho é avaliar o efeito de 

duas estratégias de vacinação sobre a propagação da 

doença contagiosa em análise. Para isso, considere 

que o tempo total de simulação seja 120 passos de 

tempo (o que equivale a 1 ano de tempo real). Nesse 

intervalo, as simulações mostram que, para n=200, a 

doença mata 53 ± 6 indivíduos, se Pvac=0.  

Considere, agora, um valor não nulo para Pvac; 

por exemplo, Pvac=0,05. Nesse caso, obtém-se R0 = 

1,27 ± 0,02 (um valor mais próximo do número críti-

co R0 = 1); além disso, a doença mata 17 ± 3 indiví-

duos (menos do que no caso sem vacinação, como 

esperado) e são aplicadas (1,34 ± 0,02)×10
5
 doses de 

vacina, no intervalo de tempo mencionado. Note que 

essa quantidade de doses é cerca de três vezes maior 

do que a população total, que é de 4×10
4
 indivíduos. 

Portanto, o esquema de vacinação em que, a cada 

passo de tempo, há a probabilidade Pvac de cada sus-

cetível ser vacinado, não parece ser eficiente, pois se 

podem gastar mais vacinas do que a população total 

e, mesmo assim, a doença se tornar endêmica. Nume-

ricamente, verifica-se que a doença tende a ser erra-

dicada para Pvac ≥ 0,07. Por exemplo, para Pvac=0,07, 

gastam-se (1,873 ± 0,007)×10
5
 vacinas na erradica-

ção e, ainda assim, ocorrem 8 ± 2 mortes. A figura 2 

exibe um exemplo de erradicação usando vacinação 

constante. 

 

Figura 1. Evoluções temporais de S(t)/N (linha pontilhada), I(t)/N 

(linha cheia) e R(t)/N (linha tracejada) para K=1, Pcura=70%, 

Pmorte-1=0,05%, Pmorte-2=10%, Pvac=0 e n=200, a partir da condi-

ção inicial S(0)/N=99%, I(0)/N=1% e R(0)/N=0. Note que a doen-

ça se torna endêmica na população. 

 

Figura 2. Evoluções temporais de S(t)/N (linha pontilhada), I(t)/N 

(linha cheia) e R(t)/N (linha tracejada) para K=1, Pcura=70%, 

Pmorte-1=0,05%, Pmorte-2=10%, Pvac=7% e n=200, a partir da condi-

ção inicial S(0)/N=99%, I(0)/N=1% e R(0)/N=0. Após 120 passos 

de tempo, a doença está eliminada. 

Vacinação pulsada é representada, no nosso mo-

delo, escolhendo uma quantidade inicial de recupera-

dos não nula. Desse modo, o valor de R(0)/N > 0 

expressa a fração da população que tomou a vacina e 

ficou imune à doença. De acordo com esse esquema, 

para I(0)/N=1% (como anteriormente considerado), 

as simulações numéricas mostram que a doença não é 

erradicada nem se R(0)/N = 99%; ou seja, nem vaci-

nando simultaneamente toda a população não infec-

tada, como mostra a figura 3. Com esse esquema só 

se obtém erradicação vacinando ao menos 99,9% 

(nesse caso, a fração inicial de infectados deve ser, 

no máximo, de 0,1%). Isso corresponde a gastar cer-

ca de 4×10
4
 vacinas; ou seja, praticamente toda a 

população deve ser vacinada.  

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 1, N. 1, 2013.

DOI: 10.5540/03.2013.001.01.0186 010186-3 © 2013 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2013.001.01.0186


Figura 3. Evoluções temporais de S(t)/N (linha pontilhada), I(t)/N 

(linha cheia) e R(t)/N (linha tracejada) para K=1, Pcura=70%, 

Pmorte-1=0,05%, Pmorte-2=10%, Pvac=0 e n=200, a partir da condi-

ção inicial S(0)/N=0%, I(0)/N=1% e R(0)/N=99%. As concentra-

ções tendem aos valores estacionários mostrados da figura 1. 

5    Discussão e conclusão 

Erradicar o vírus da gripe não parece ser uma 

preocupação dos governos ao redor do mundo. Em 

geral, o que eles parecem almejar é controlar sua 

propagação, buscando minimizar o número de óbitos 

das pessoas mais sujeitas a complicações decorrentes 

da infecção. No Brasil, não há vacina gratuita para 

todos; há apenas para aqueles pertencentes aos gru-

pos de risco.  

De acordo com as simulações realizadas, vacina-

ção pulsada deu melhores resultados do que vacina-

ção constante, pois pode levar à erradicação gastando 

menos doses de vacina. De fato, aplicando 39.960 

doses num único instante (99,9% de 40.000) geral-

mente se obtém erradicação, enquanto que vacinação 

constante exige 187.300 doses, um número quase 

cinco vezes maior. Vacinação pulsada foi o esquema 

adotado pelas autoridades de saúde para erradicar a 

poliomielite do nosso país (Risi, 1984). Entretanto, 

vacinação constante foi usada mundialmente para 

erradicar a varíola (Behbehani, 1983). Ou seja, am-

bos os esquemas já foram usados com sucesso. 

Para finalizar, é importante ressaltar que nosso 

modelo simplista não considera:  

 a imigração de infectados para a região espacial

analisada; isto é, não leva em conta que o vírus

pode ser reintroduzido na população hospedeira;

 a possibilidade de surgir uma variação do vírus,

via mutação genética, que tornaria suscetível

aqueles considerados imunes;

 a imunidade, adquirida após uma infecção, poder

ser apenas parcial (em vez de plena);

 a variação sazonal do parâmetro de infectividade

K com as condições climáticas, já que, em geral,

fica-se gripado mais facilmente no inverno do

que no verão (Eccles, 2002).

Esses aspectos serão levados em conta futuramente. 
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