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Abstract— The application of mathematical models to epidemiology has contributed to the understanding
of the dynamics of various infectious diseases, and possible strategies for more effective control. The classical
approach uses differential equations to describe, in a quantitative way, the spread of disease within a given
population. An example is the widely used Susceptible-Infected-Recovered compartmental model. This model
has highlighting for obtaining optimal control policies involving seasonal dynamics, limited resources, among
others. Given that the analysis of the time allocation of the control action is a decisive factor in making decisions
on resources application this paper proposes a search for optimal control with limited resources considering
seasonal dynamics of contagion and a time constant associated with effectiveness of the campaign. To illustrate
such a scenario the proposed model was based on the dynamics of the seasonal influenza.
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Resumo— A aplicagdo de modelos matematicos & epidemiologia tem contribuido para o entendimento da
dindmica de vérias doengas infecciosas, bem como possiveis estratégias de controle mais eficazes. A abordagem
classica utiliza equagdes diferenciais para descrever, de forma quantitativa, a propagacdo de doencas dentro
de uma determinada populagdo. Um exemplo amplamente utilizado é o modelo compartimental Suscetivel-
Infectado- Recuperado. Tal modelo vem se destacando para obtencao de politicas de controle 6timo envolvendo
dindmicas sazonais, recursos limitados entre outras. Tendo em vista que a andlise do tempo de alocacao da agao
de controle é um fator decisivo na tomada de decisbes em aplicagoes de recursos este trabalho propoe uma busca
pelo controle étimo com recursos limitados considerando uma dindmica de contigio sazonal e uma constante de
tempo associada & efetivagdo da campanha. Para ilustrar tal cenario o modelo proposto foi baseado na dinamica
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da influenza sazonal.
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1 Introdugao

Epidemiologia é uma importante area da ciéncia
que envolve o estudo de fendmenos associados a
saiude das populagoes humanas, bem como possi-
veis fatores de risco que possam condicionar do-
engas (Filho and Rouquayrol, 2006). Dentro de
tal drea, existe um importante campo de investi-
gacao chamado epidemiologia matematica, que se
caracteriza pelo uso de modelos matematicos para
o desenvolvimento de estratégias de controle e pre-
vengao de epidemias (Anderson and May, 1992).

Um dos modelos mais utilizados considera que
a populagao possa ser dividida em trés classes:
Suscetiveis, Infectados e Recuperados (SIR). A
dindmica da epidemia é entdo representada por
um conjunto de equagOes diferenciais determi-
nisticas que descrevem a evolucao temporal do
nimero de individuos em cada uma das clas-
ses (Kermack and Mckendrick, 1927; Morton and
Wickwire, 1974; Behncke, 2000). O SIR tem pro-
porcionado bons resultados para investigacao de
aspectos gerais relacionado a propagacao de diver-
sas doencas infecciosas (Grenfell et al., 2002; Lu
et al., 2002; Yoshida and Hara, 2007).

Uma doenca bastante recorrente na populagao
humana é a Influenza comum, também chamada
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de influenza sazonal. A influenza ocorre por todo
0 ano, mas verifica-se uma maior frequéncia nos
meses mais frios do ano. No Brasil, segundo o
Ministério da Saude, foram registradas 750 mil in-
ternagoes por influenza no ano de 2011 (Ministério
da Sauide, 2012). Segundo a Organizagao Mundial
de Satude, a influenza sazonal resulta em cerca de
250 a 500 mil mortes no mundo (World Health
Organization, 2009).

O virus da influenza é transmitido facilmente
de uma pessoa infectada para outra por meio de
perdigotos, ou seja goticulas disseminadas através
de espirro, tosse, ou até mesmo contato das maos
com superficies contaminadas.

A politica mais comum e eficaz para a preven-
¢ao da epidemia é a vacina, que imuniza o indivi-
duo através do virus inativo. Porém as politicas
adotadas atualmente também destinam recursos
no intuito de prevenir a transmissao da doenca
pelo uso de métodos de barreiras entre o doente e
seus contactos. Pode-se exemplificar tais métodos
pelo uso de mascaras ou até mesmo pela adogao
de medidas de higiene respiratéria, como cobrir a
boca ou o nariz ao tossir ou espirrar.

Existem diversos trabalhos propondo adap-
tagoes do SIR para representar a dinamica da
influenza e encontrar um controle 6timo para
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alocagao dos recursos, considerando sazonalidade
(Prosper and Saucedo, 2011), recursos limitados
(Hansen and Day, 2011), campanha de satide
(Behncke, 2000), entre outros aspectos.

Os métodos de barreira sao, na maioria dos
casos, fornecidos para a populacao através de
campanhas publicitarias de um modo geral. Isso
agrega uma desvantagem ao método uma vez que
leva-se um tempo para que o individuo tenha
acesso ao método e o torne efetivo em sua rotina.
Desta forma nao é uma tarefa trivial saber qual o
momento mais oportuno para alocar os recursos,
levando em consideracao o tempo gasto pela assi-
milagao dos métodos de barreira e a sazonalidade
da influenza.

Neste contexto, a proposta deste trabalho
consiste em explorar o uso do SIR para otimi-
zar a alocacao temporal de recursos limitados para
combate da influenza sazonal com métodos de bar-
reira.

Este artigo esta organizado da seguinte forma.
Na Segao 2 é apresentado o modelo SIR. Na Se¢ao
3, descrevem-se o material e os métodos utilizados.
Os resultados sao discutidos na Segdo 4. A Segao
5 traz as conclusoes do trabalho.

2 O modelo SIR

O modelo SIR é constituido por um sistema de
equagoes diferenciais nao-lineares a tempo con-
tinuo. Este modelo divide a populagao em trés
classes: suscetiveis (S), infectados (I) e recupera-
dos (R). Os suscetiveis sdo pessoas que nunca fo-
ram infectadas e estao sujeitas a contdgio através
do contato com pessoas infectadas. Os infectados
sao pessoas que possuem a doenca considerada e
podem transmiti-la para pessoas suscetiveis. Por
fim, os recuperados sao pessoas que ja foram infec-
tadas, mas estao curadas e, por hipdtese, adqui-
riram imunidade (Giancotti et al., 2010; Galvao
Filho et al., 2011).

Por simplicidade, considera-se neste trabalho
que o tamanho da populacao se mantém constante
ao longo do tempo, ou seja, assume-se que as ta-
xas de natalidade (p) e mortalidade (v) sao iguais.
Também foi considerado que nao hé transmissao
vertical da doenca, ou seja somente nascerao indi-
viduos susceptiveis. Deste modo o modelo SIR é
dado por

S(H)I(t)

aswy/ar = N - ps(t) - 52O ()
arjar = 52O _p) - @
AR@)/dt = AI(t) - uR() 3)

em que S(t) + I(t) + R(t) = N, 8 é a taxa de
infecgao e 7y é a taxa de recuperacgao.

010187-2

2.1 Dinamica sazonal do contdgio

Segundo o Ministério da Satude, no Brasil, o pa-
drao de sazonalidade da gripe varia de acordo com
a regiao analisada, sendo melhor observada na-
quelas que possuem estagoes climéticas bem de-
finidas. Porém existe uma maior frequéncia nos
meses mais frios (Ministério da Saide, 2012).

Uma maneira simples de incluir tal sazonali-
dade no modelo SIR consiste em substituir a taxa
de infecgdo fixa () por uma taxa de infeccao va-
riante no tempo. Para esse propésito, adotou-se
aqui uma fungéo S(¢t) dada por:

B(t) = (50251) B (51 ;ﬂo

em que [y e 51 sao os valores minimos e maximos
respectivamente e w = 27 /t; ¢ a frequéncia angu-
lar fixada. A Figura 1 mostra a fungao 3(t) para
ty =100, 8o =0.1¢ By =1.

)eosten), (@)

0 20 40 60 80 100
Tempo

Figura 1: Taxa de infec¢ao sazonal.

Vale ressaltar que para o caso da gripe, o mo-
delo aplicado neste trabalho representa somente
o contagio por um virus especifico, sem levar em
conta possiveis mutagoes ao longo do periodo de
tempo considerado.

2.2 Politica de controle

No intuito de reduzir a disseminacao da molés-
tia na populagao este trabalho considera que seja
adotada uma campanha para o uso de métodos
de barreira. Tal método pode ser aplicado na so-
ciedade através de campanhas de divulgacao de
bons habitos de higiene e distribuicao de mésca-
ras, entre outras providéncias. Sua representagao
no modelo é dada pelo uso do controle visando a
redugdo da taxa de infecgao associada a 5(t).

Tendo em vista que a campanha requer um
determinado tempo para que a sociedade assimile
e pratique estes novos habitos, faz-se necessario
representar esta demora no modelo. Com esse in-
tuito, o modelo SIR foi estendido com um estado
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adicional C(¢) na forma:

dS(t)/dt = pN — pS(t) - ()L C(1)
dI(t)/dt = B(t) 2L C(t) = yI(t) — pI(t)
R(t)/dt =~I(t) — pR(t)
C(t)/dt = (—C(t) + (1 — u(t)))/7

()
sendo C(t) uma varidvel associada ao efeito da
campanha na modificacao dos hébitos da popula-
¢ao e u(t) a taxa temporal de aplicagao de recursos
na campanha (normalizada entre 0 e 1).

O problema de controle 6timo aqui conside-
rado consiste em minimizar a funcao custo dada
por:

tr

I = [ 10, (©
to

sujeito as Equagoes (4), (5) e a restrigao isoperi-

métrica

/ N u(t)dt < h, (7)

em que

0<u(t)<1, V0,t/]. (8)

A restrigdo (7) impde um limitante superior

h para o total de recursos a serem empregados na
campanha.

2.8 Busca pelo controle étimo

Segundo (Morton and Wickwire, 1974) quando a
funcéo custo for linear em u, e as parcelas envol-
vendo u forem lineares nas equagoes do modelo, a
equagdo de Bellman da programagio dindmica (e
o Hamiltoniano na formulagao do Principio do Mi-
nimo de Pontryagin) também ird conter u linear.
Deste modo, o controle 6timo, se ele existir, sera
do tipo “bang-bang” (Nepomuceno, 2005). No que
segue, sera apresentada uma demonstracao dessa
propriedade para o modelo especifico empregado
neste trabalho.
Dado o sistema

dS(t)/dt = uN — pS(t) — B(1) 1B o (¢)
dI(t)/dt = B(t) 1B LC(t) — yI(t) — pl ()
dR(t)/dt = ~I(t) — pR(t)

dC(t)/dt = (=C(t) + (1 — u(t)) /7
dD(t) /dt = u(t)
(9)

em que D(t) estd relacionado a restrigao isoperi-

Com isso, as equagoes de coestado, dadas por A =
—H,, podem ser escritas como:

obtendo-se

em que cs é uma constante.
Isolando os termos dependentes do controle
u(t) da Equagao (10), tem-se

[—AT“ + /\5] u(t) (13)

substituindo (12) em (13), segundo o Principio do
Minimo de Pontryagin, pode-se concluir que:

u*(t):{o, se —%+C5>C5, (14)
1, se —2*+c5<cs.

Em outras palavras, se o coeficiente que mul-
tiplica u(t) na Equagao (13) for positivo u(t) deve
ser minimo, e se for negativo deve ser maximo.
Demonstra-se assim que o controle serd do tipo
“bang-bang”.

3 Material e Métodos

E sabido que o controle 6timo é do tipo “bang-
bang”, porém nao é possivel afirmar quantos pul-
sos o controle apresenta e nem o melhor momento
para aplicd-los. Para tentar contornar este pro-
blema, este trabalho propoe uma busca em grade
por um controle do tipo “bang”.

Neste trabalho, o modelo SIR descrito na Se-
¢ao 2 foi simulado baseando-se no método numé-
rico de Dormand-Prince (Dormand and Prince,
1980). Tal implementagcao foi configurada com os
seguintes parametros normalizados em termos de
unidades de tempo, individuos e recursos (Galvao
Filho et al., 2011):

métrica, deseja-se minimizar o custo (6). to =0
O Hamiltoniano pode ser escrito por ty = 100
pw = 0.005
H =1I(t) + M [uN — pS(t) — B(t) 251D 0 (1)) vy = 1/15
22 [B(1) 2GLLC(t) — yI(t) — pI (1)) B = 0.1
X010 - uR() 5
+M[(=C() + (1—U(t)))/ﬂ '
s [u(t)] w = 27/ty
(10) h = 50
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Para analisar o efeito do tempo envolvido na
assimilacao da campanha, a constante de tempo
7 foi variada de 0 a 40. Para cada configuragao
de 7 foi realizado uma busca pela melhor alocagao
do controle. O pulso teve duracao de 50 unida-
des de tempo, de modo a respeitar a restrigao iso-
perimétrica. Desta forma foi considerado inicial-
mente apenas um pulso, buscando assim o tempo
t7 no qual serd dado o inicio. O mesmo cendrio
foi simulado para dois pulsos, ou seja dividindo
os recursos em duas partes de 25 unidades e bus-
cando a melhor alocacao para ambos no horizonte
de tempo. O tempo de alocacao 6timo para os
pulsos foram chamados de t} e t3, representando
assim o menor custo obtido iniciando o primeiro e
o segundo pulso respectivamente. A Figura 2 mos-
tra um exemplo para (a) um pulso com t; = 20 e
(b) com t; = 15 e to = 60

, 50 ]
12 @

0 20 40 60 80 100
Tempo

1.2 25 25 )

2 0.8r

Control

0.61
0.4r
0.21

0 20 40 60 80 100
Tempo

Figura 2: Exemplos de controle com (a) um e (b)
dois pulsos.

4 Resultados

A Figura 3 apresenta os resultados da simulagao
utilizando os parametros citados na Secao 3 com
7=0e7 =10. A Figura 3b mostra que o controle
otimo foi alocado aproximadamente no centro do
horizonte de tempo, ou seja o mais préximo pos-
sivel do apice da sazonalidade. Assim é possivel
observar na Figura 3a que o método de barreira
¢é instantaneamente aplicado, e consequentemente
neste intervalo de tempo o contagio é eliminado.
Nas regides em que o controle nao esta atuando a
infecgao se faz presente, porém no momento mais
brando da sazonalidade. A Figura 3c mostra o
resultado da simulagao para 7 = 10 considerando
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Tabela 1: Resultado da otimizagao com um e dois
pulsos para 7 = [0, 5, 10, 15, 20]

1 pulso 2 pulsos

7=0 [t] =19|J" =11463|t] = 19| J* = 9995
t5 =47

T=5 [t] =15|J" =11927|t] = 15| J* = 11927
t5 =40

T=10|t] =12|J* =13038 |t} =9 |J* =12054
t5 =37

T=15[t] =9 |J*=14170|t7 =4 |J* =13375
t5 =33

T=20[t] =6 |J"=14983|t] =6 |J* = 14541
t5 =34

o controle apresentado na Figura 3b. Observa-se
um aumento significativo dos individuos recupera-
dos e consequentemente a reducao dos individuos
suscetiveis, o que significa que houve um maior na-
mero de contagios. Tal aumento se deve ao fato de
que a constante de tempo foi adicionada e assim
a campanha so serd efetiva posteriormente. Por-
tanto a populagao ficard exposta a uma taxa de
infeccao maior. Quando o controle 6timo levando
em conta a constante de tempo ¢é aplicado verifica-
se uma antecipagao da agao de controle em relagao
ao pico da sazonalidade. Uma vez que a constante
de tempo ira atrasar a eficacia do método de bar-
reira é sensato adiantar a agao de controle para
que o método esteja vigorando no pico da sazona-
lidade. As Figuras 3d e 3e corroboram tal ana-
lise. De modo similar ao primeiro caso, é possivel
observar uma reducao no nimero de individuos
infectados no decorrer do horizonte de tempo.

A Tabela 1 mostra o tempo inicial e o custo
obtido com o controle contendo um e dois pulsos.
Verifica-se que os tempos encontrados sao muito
préximos comparando os dois cendrios. A medida
que 7 aumenta, os tempos diminuem de maneira
similar. E possivel observar também que para to-
dos os valores de 7 analisados, na estratégia de
dois pulsos, o menor custo foi obtido agrupando
os dois pulsos (formando assim um pulso sé) ou
alocando-os proximo um do outro. Isso significa
que para a dinamica sazonal proposta neste tra-
balho, as duas estratégias resultam em acoes de
controle similares. Assim, a reducgao do custo ob-
tida com dois pulsos nao foi considerada signifi-
cativa. Do ponto de vista pratico utilizar os dois
pulsos seria 0 mesmo que aplicar a campanha em
um periodo continuo com uma pequena interrup-
¢ao. Isso dificulta a logistica da campanha, pois
seria necessario interromper a campanha no meio
por um curto periodo de tempo. Logo, por ser
mais simples, a estratégia utilizando apenas um
pulso sera recomendada.

A Figura 4 apresenta os valores de t} junta-
mente com as curvas J com seus respectivos ty
para valores de 7= [0, 1, ..., 40].
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Figura 3: Resultado de trés simulagoes contendo (a) os estados e (b) o controle étimo para 7 =0, (c) os
estados para 7 = 10 utilizando o controle obtido em (b) e (d) estados e (e) o controle para 7 = 10.

Pode-se observar na Figura 4a que a medida
que 7 aumenta, t; tende a diminuir. Tal feno-
meno pode ser associado ao fato de que quanto
maior o 7 mais lenta serd a dindmica da assimila-
¢ao da campanha e consequentemente o controle
devera ser aplicado mais precocemente. A Figura
4b corrobora a andlise anterior, mostrando que,
com o aumento de 7, t] diminui e J* tende a au-
mentar. Vale salientar que para valores de 7 > 20
aproximadamente, as curvas de J mostram uma
pequena sensibilidade para variagoes de t1. Este
comportamento ilustra que quando a constante de
tempo 7 é muito grande, a campanha acaba nao
surtindo efeitos, e assim a escolha de t; néo ird
reduzir o custo expressivamente.

5 Conclusoes

Este trabalho propos o uso do SIR para alocagao
temporal de um controle 6timo para a dinamica
da influenza sazonal utilizando métodos de bar-
reira e com recursos limitados. Verificou-se que o
controle 6timo escolhido alocou os recursos na re-
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giao do horizonte de tempo em que o contagio era
mais intenso, quando aplicado instantaneamente.
Quando a campanha requer um tempo para que
se torne efetiva, observou-se que as menores quan-
tidades de individuos infectados no decorrer da si-
mulagao foram apresentadas adiantando a agao de
controle.

O modelo SIR empregado neste trabalho foi
relativamente simples, de modo a verificar o com-
portamento da dinamica proposta sob uma cam-
panha baseada em métodos de barreira. Em tra-
balhos futuros, pretende-se explorar outras formas
de controle da influenza, como a aplicagao da va-
cina na populacao. Espera-se que nesse caso a
reducao do nimero de individuos infectados seja
ainda mais expressiva, devido a imunizagao contra
a doenca.
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Figura 4: Resultados da otimizacao empregando
um pulso, para diferentes valores de 7.
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