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Rio de Janeiro
20271-110, RJ

Brasil

†UNICAMP - IMECC, Departamento de Matemática Aplicada
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Abstract— We study a mathematical model that describes the dynamics of the spread of HIV in the human
body. This model is introduced through a system of differential equations involving ordinary susceptible cells,
infected cells, HIV, immune cells and cells of active defenses. The difference of these Model to others found in the
literature are exactly two moments of activity of the immune system in the defense against HIV: cells without
activation for HIV and the activated cells for HIV.
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Resumo— Estudamos um modelo matemático que descreve a dinâmica de propagação do HIV no organismo
humano. Este modelo é apresentado por meio de um sistema de equações diferenciais ordinárias que envolvem
células suscet́ıveis, células infectadas, HIV, células de defesa e células de defesas ativas. A diferença desses modelo
para outros encontrados na literatura são exatamente dois momentos de atuação do sistema imunológico na defesa
contra o HIV: as células sem ativação para o HIV e as células ativadas para o HIV.
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1 Introdução

O v́ırus da Imunodeficiência Humana, também co-
nhecido como HIV, (sigla em inglês para human
immunodeficiency virus), é da famı́lia dos retro-
v́ırus e o responsável pela AIDS. A infecção pelo
HIV resulta em uma doença crônica e progressiva,
que pode levar à destruição do sistema imunoló-
gico. A evolução da doença se caracteriza por uma
elevada taxa de replicação viral, que resulta na
emergência de variantes virais mais virulentas. A
infecção pelo HIV é, atualmente, delineada pela
contagem do número de células CD4+ pela quan-
tidade de part́ıculas virais no sangue (carga viral)
e pelos sintomas cĺınicos. Nem todas as pessoas
apresentam todos os estágios da doença, e o tempo
entre a infecção e a manifestação dos diferentes
quadros cĺınicos pode variar muito, dependendo
do indiv́ıduo.

Para se reproduzir, o HIV une-se à membrana
de uma célula vital para o sistema imunológico, a
T4. O v́ırus libera seu RNA e uma enzima, a
transcriptase reversa, com a qual fabrica o DNA
viral. O DNA viral entra no núcleo e une-se ao
DNA da célula, assumindo o comando. O resul-
tado dessa união é o DNA Pró-Viral que fabrica o
RNA mensageiro com o código genético do v́ırus.

O RNA mensageiro desloca-se para o citoplasma
e produz os Vı́rions. Os Vı́rions saem da célula
hospedeira como novos HIV’s. Um único v́ırus
gera muitos outros pontos para infectarem outras
células (Amendoeira, 2009).

O modelo proposto apresenta-se com a intro-
dução de uma nova variável que é chamada de
células espećıficas de defesa ativadas. Isto deve-se
explica-se, depois de alguns estudos e pesquisas,
que é extremamente importante para o modelo
uma vez que em nosso organismo já possuimos cé-
lulas de defesa estando contaminado ou não. Faz
parte do conjunto de células de qualquer indiv́ı-
duo, possuir células suscet́ıveis e células de de-
fesa que estão prontas para nos defender desde
uma simples infecção até algo mais grave. Com
a contaminação HIV, o que ocorre é justamente
a destruição dessas células que ficaram impedidas
de nos defender de uma simples gripe podendo
tornar-se algo muito mais periogoso ao nosso or-
ganismo. Sendo assim, uma vez contaminada, a
pessoa passa a ter também, células infectadas, v́ı-
rus e células especificas de defesa ativadas que es-
tarão ali presentes com o intuito de tentar destruir
exatamente o HIV.
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2 Apresentação do modelo

Quando o HIV invade o corpo humano, o alvo são
as células de defesa T CD4+ presentes no orga-
nismo. Essas células, consideradas como “mensa-
geiras”, sinalizam a presença de um invasor para
as outras células de defesa (B e T CD8+). As cé-
lulas T CD8+ são as que respondem a esse sinal
para destrúırem as células infectadas. A partir
dessa resposta elas se tornam espećıficas para o
HIV.

Neste trabalho, estamos propondo um novo
modelo matemático para estudar a dinâmica do
HIV no sistema imunológico humano. Estamos
propondo modificações de vários modelos existen-
tes na literatura (Perelson and Nelson, 1999; Ko-
marova and Nowak, 2001; Nowak and May, 2000;
Grégio et al., 2009). Uma delas é introdução de
uma nova variável para melhor descrever a defesa
do sistema imunológico.

Esse modelo é dado pelo sistema de equações
diferenciais ordinárias que reproduziremos a se-
guir: 

ẋ = λx − µxx− βvxv
ẏ = βvxv − µyy − pyyza
v̇ = kvy − µvv − pvvza
ż = λz − µzz − βzzv
ża = βzzv − µzza

(1)

No sistema (1), a variável z é a população de
todas as células efetoras da resposta imunológica
em repouso e a variável za é a população dessas
células ativadas no combate as células infectadas,
que está respondendo com anticorpos.

O valores usados nas simulações, foram retira-
dos dos artigos (Nowak and May, 2000; McLean,
2013; Perelson and Nelson, 1999)

Tabela 1: Condição Inicial
Variáveis de Estado Śımbolo Valor

Células T CD4+ existen-
tes no organismo (susce-
t́ıveis)

x 103 mm−3

Células T CD4+ infecta-
das pelo HIV

y 0 mm−3

HIV livres no organismo v 10−3

mm−3

Células de defesa T
CD8+ espećıficas para o
HIV

z 500 mm−3

Células de defesa ativa-
das

za 0 mm−3

A figura 1 mostra a simulação do modelo uti-
lizando a função (ODE45 do software MatLabR©).
Nessa simulação observamos que modelo repre-
senta o comportamento do sistema imunológico
na presença do HIV já conhecido na literatura
(Perelson and Nelson, 1999; Ho et al., 1995; Chun
et al., 1997; Lafeuillade et al., 1996).

Tabela 2: Parâmetros
Parâmetros e Constantes Valor

Mortalidade das células
suscet́ıveis

µx 0.02 dia−1

Mortalidade das células
infectadas

µy 0.24 dia−1

Mortalidade do v́ırus µv 2.4 dia−1

Mortalidade das células
defesa

µz 0.04 dia−1

Taxa de suprimento das
células suscet́ıveis

λx 20
dia−1mm−3

Taxa de suprimento das
células de defesa;

λz 20
dia−1mm−3

Taxa de infecção do v́ırus βv 2.4 · 10−5

mm3dia−1

Taxa de ativação da res-
posta imunológica

βz 5 · 10−6

mm3dia−1

Número médio de v́ırus
livre liberado por uma
célula infectada

kv 360

Taxa de destruição de cé-
lulas infectadas

py 0.2
mm3dia−1

Taxa de destruição dos
v́ırus

pv 0.2
mm3dia−1

3 Pontos de Equiĺıbrio

Os pontos de equiĺıbrio do sistema dinâmico (1)
são dados pela relação:

P = (x̄, ȳ, v̄, z̄, z̄a) (2)

=

(
λx

µx + βv v̄
, ȳ, v̄,

λz

µz + βv v̄
,

λzβz v̄

µz(µz + βv v̄)

)
,

onde:

ȳ =
λxβvµz(µz + βv v̄)

(µx + βv v̄)[µyµz(µz + βv v̄) + pyλzβz v̄]
· v̄ (3)

ou

ȳ =
[µvµz(µz + βv v̄) + pvλzβz v̄]

kvµz(µz + βv v̄)
· v̄. (4)

3.1 Ponto de Equiĺıbrio Trivial

Para uma pessoa não-infectada pelo HIV temos
v̄ = 0. Substituindo isso em (2), então o ponto de
equiĺıbrio trivial é dado por:

Po = (x̄, ȳ, v̄, z̄, z̄a) =

(
λx
µx
, 0, 0,

λz
µz
, 0

)
. (5)

3.2 Ponto de Equiĺıbrio Não-Trivial

Para uma pessoa infectada pelo HIV, temos v̄ 6=
0. Com isso, igualando as equações (3) e (4) e
simplificando essa equação por v̄, encontramos a
equação polinomial de grau 3 dada por:

a3v̄
3 + a2v̄

2 + a1v̄ + a0 = 0, (6)

onde os coeficientes são dados por:

a3 = µyµvµ
2
zβvβ

2
z + µvµzβvβ

2
zpyλz (7)

+µyµzβvβ
2
zpvλz + βvβ

2
zpypvλ

2
z,
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Figura 1: Simulação Numérica

a2 = 2µyµvµ
3
zβvβz + µvµ

2
zβvβzpyλz

+µyµ
2
zβvβzpvλz + µxµyµvµ

2
zβ

2
z+

+µxµvµzβ
2
zpyλz + µxµyµzβ

2
zpvλz

+µxβ
2
zpypvλ

2
z − µ2

zβvβ
2
zkvλx,

(8)

a1 = 2µxµyµvµ
3
zβz + µxµvµ

2
zβzpyλz

+µxµyµ
2
zβzpvλz + µyµvµ

4
zβv

−2µ3
zβvβzkvλx,

(9)

a0 = µxµyµvµ
4
z − µ4

zβvkvλx. (10)

A solução da equação (6) foi encontrada com
o uso do software MAPLE, porém deixamos a aná-
lise dessas soluções para trabalhos futuros.

3.3 Estabilidade

Pelo teorema de Hartman-Grobman (Kreyszig,
1978), podemos dizer que um ponto de equiĺıbrio
é estável, se o sinal da parte real dos autovalores
da matriz jacobiana aplicada no ponto, a ser estu-
dado, é negativa. A matriz jacobiana do sistema
(1), J(P ), é dada por:



−µx − βvv̄ 0 −βvx̄ 0 0

βvv̄ −µy − pyz̄a βvx̄ 0 −pyȳ

0 kv −µv − pvz̄a 0 −pvv̄

0 0 −βzz̄ −µz − βzv̄ 0

0 0 βzz̄ βzv̄ −µz


,

calculada nos valores correspondentes aos pontos
de equiĺıbrio.

A matriz jacobiana calculada no ponto de
equiĺıbrio trivial (5) é dada por:

J(Po) =



−µx 0 − βvλx
µx

0 0

0 −µy
βvλx
µx

0 0

0 kv −µv 0 0

0 0 − βzλz
µz

−µz 0

0 0
βzλz
µz

0 −µz


.

Os autovalores da matriz J(Po) são as ráızes
r do polinônio caracteŕıstico p(r) dado por:

p(r) = −(µx+r)(µz+r)2 ·
∣∣∣∣ −µy − r βvλx

µx

kv −µv − r

∣∣∣∣ .
Observe que −µx e −µz são autovalores negativos
da matriz jacobiana J(Po). Os outros autovalo-
res são obtidos através da solução da equação do
segundo grau dada por:

(µy + r)(µv + r)− kvβvλx
µx

= 0,

isto é,

r2 + (µy + µv)r +

(
µyµv −

kvβvλx
µx

)
= 0. (11)

As soluções de (11) são dadas por:

r1 =
−(µy + µv)−

√
∆

2
e (12)

r2 =
−(µy + µv) +

√
∆

2
,

onde

∆ = (µy + µv)
2 − 4

(
µyµv −

kvβvλx
µx

)
. (13)

Para que Po seja sempre localmente e assintotica-
mente estável, iremos analisar ∆:

Se ∆ < 0, então a parte real de r1 e r2, dada

por
−(µy+µv)

2 , é negativa.

Se ∆ = 0, então a r1 = r2 =
−(µy+µv)

2 < 0.
Se ∆ > 0, então temos duas ráızes reais dis-

tintas, onde r1 < 0. Para que r2 < 0, basta exigir
que o produto r1r2 seja positivo. Isto implica que:

4

(
µyµv −

kvβvλx
µx

)
> 0.

Dessa forma, precisamos que:

kvβvλx
µx

< µyµv. (14)
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Com base em (14), definimos o Ro, a taxa básica
de Reprodução, do nosso problema por:

Ro =
kvβvλx
µxµyµv

. (15)

Se R0 < 1, pelo que acabamos de ver, o ponto
de equiĺıbrio trivial é estável, ou seja, nesse caso,
a infecção não se propagaria no organismo do in-
div́ıduo.

4 Conclusões

Nas simulações numéricas escolhemos o peŕıodo de
100 dias para observar a fase inicial da doença. O
objetivo dessa escolha foi comparar os resultados
desse modelo com os já existentes na literatura.
Observamos que logo após o peŕıodo de uma se-
mana, existe um grande aumento do número de
v́ırus e das células infectadas. Além disso, é pos-
śıvel perceber o decaimento das células suscet́ıveis
e das células de defesa efetoras da resposta imu-
nológica. O modelo proposto descreve de maneira
aceitável o comportamento do HIV no organismo
humano, assim como fazem os demais modelos.
O diferencial nesse modelo é podermos analisar
separadamente as células de defesa ativadas. Per-
cebemos uma migração das células de defesa para
o compartimento das células de defesa ativadas.
Acreditamos que isso possa levar, com o passar dos
anos, a saturação do sistema imunológico. Além
disso, os resultados parecem sugerir uma tendên-
cia para um dos pontos de equiĺıbrio do sistema
dinâmico. Dessa forma, em trabalhos futuros, ire-
mos nos aprofundar no estudo dessas questões,
com o intuito de sugerirmos um tratamento com
o uso de inibidores (medicamentos) por meio do
uso da teoria de controle ótimo.
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