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Abstract— We study a mathematical model that describes the dynamics of the spread of HIV in the human
body. This model is introduced through a system of differential equations involving ordinary susceptible cells,
infected cells, HIV, immune cells and cells of active defenses. The difference of these Model to others found in the
literature are exactly two moments of activity of the immune system in the defense against HIV: cells without
activation for HIV and the activated cells for HIV.
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Resumo— Estudamos um modelo matematico que descreve a dinamica de propagacao do HIV no organismo
humano. Este modelo é apresentado por meio de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias que envolvem
células suscetiveis, células infectadas, HIV, células de defesa e células de defesas ativas. A diferenca desses modelo
para outros encontrados na literatura sdo exatamente dois momentos de atuagao do sistema imunolégico na defesa
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contra o HIV: as células sem ativagao para o HIV e as células ativadas para o HIV.

Palavras-chave— HIV, Modelagem Matemadtica, Sistema Imunolégico.

1 Introducao

O virus da Imunodeficiéncia Humana, também co-
nhecido como HIV, (sigla em inglés para human
immunodeficiency virus), é da familia dos retro-
virus e o responsavel pela AIDS. A infeccao pelo
HIV resulta em uma doenga cronica e progressiva,
que pode levar a destruicao do sistema imunold-
gico. A evolugéo da doenga se caracteriza por uma
elevada taxa de replicacao viral, que resulta na
emergéncia de variantes virais mais virulentas. A
infecgao pelo HIV é, atualmente, delineada pela
contagem do numero de células CD4+ pela quan-
tidade de particulas virais no sangue (carga viral)
e pelos sintomas clinicos. Nem todas as pessoas
apresentam todos os estagios da doenca, e o tempo
entre a infeccdo e a manifestagdo dos diferentes
quadros clinicos pode variar muito, dependendo
do individuo.

Para se reproduzir, o HIV une-se & membrana
de uma célula vital para o sistema imunolégico, a
T4. O virus libera seu RNA e uma enzima, a
transcriptase reversa, com a qual fabrica o DNA
viral. O DNA viral entra no nicleo e une-se ao
DNA da célula, assumindo o comando. O resul-
tado dessa uniao é o DNA Pré-Viral que fabrica o
RNA mensageiro com o cédigo genético do virus.
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O RNA mensageiro desloca-se para o citoplasma
e produz os Virions. Os Virions saem da célula
hospedeira como novos HIV’s. Um dunico virus
gera muitos outros pontos para infectarem outras
células (Amendoeira, 2009).

O modelo proposto apresenta-se com a intro-
dugao de uma nova varidvel que é chamada de
células especificas de defesa ativadas. Isto deve-se
explica-se, depois de alguns estudos e pesquisas,
que ¢é extremamente importante para o modelo
uma vez que em nosso organismo ja possuimos cé-
lulas de defesa estando contaminado ou nao. Faz
parte do conjunto de células de qualquer indivi-
duo, possuir células suscetiveis e células de de-
fesa que estao prontas para nos defender desde
uma simples infeccao até algo mais grave. Com
a contaminagao HIV, o que ocorre é justamente
a destruicao dessas células que ficaram impedidas
de nos defender de uma simples gripe podendo
tornar-se algo muito mais periogoso ao nosso or-
ganismo. Sendo assim, uma vez contaminada, a
pessoa passa a ter também, células infectadas, vi-
rus e células especificas de defesa ativadas que es-
tarao ali presentes com o intuito de tentar destruir
exatamente o HIV.
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2 Apresentacao do modelo

Quando o HIV invade o corpo humano, o alvo sao
as células de defesa T CD4+ presentes no orga-
nismo. Essas células, consideradas como “mensa-
geiras”, sinalizam a presenca de um invasor para
as outras células de defesa (B e T CD8+). As cé-
lulas T CD8+ sao as que respondem a esse sinal
para destruirem as células infectadas. A partir
dessa resposta elas se tornam especificas para o
HIV.

Neste trabalho, estamos propondo um novo
modelo matemaético para estudar a dindmica do
HIV no sistema imunolégico humano. Estamos
propondo modificagoes de varios modelos existen-
tes na literatura (Perelson and Nelson, 1999; Ko-
marova and Nowak, 2001; Nowak and May, 2000;
Grégio et al., 2009). Uma delas é introdugao de
uma nova variavel para melhor descrever a defesa
do sistema imunolégico.

Esse modelo é dado pelo sistema de equagoes
diferenciais ordinarias que reproduziremos a se-
guir:

T = Ag— lzpx — Byxv

Yy = Porv— fiyy — PyYZa

v = kvy — MU — PyUZq (1)
z = Ay — fzz — Br2v

Zo = 220 — 22

No sistema (1), a varidvel z é a populagdo de
todas as células efetoras da resposta imunolégica
em repouso e a variavel z, é a populacao dessas
células ativadas no combate as células infectadas,
que esta respondendo com anticorpos.

O valores usados nas simulagoes, foram retira-
dos dos artigos (Nowak and May, 2000; McLean,
2013; Perelson and Nelson, 1999)

Tabela 1: Condigao Inicial

Variaveis de Estado Simbolo  Valor

Células T CD4+ existen- T 10> mm =3

tes no organismo (susce-

tiveis)

Células T CD4+ infecta- y 0 mm =3

das pelo HIV

HIV livres no organismo v 1073
mm 3

Células de defesa T z 500 mm 3

CD8+ especificas para o

HIV

Células de defesa ativa- Za 0 mm™3

das

A figura 1 mostra a simulagao do modelo uti-
lizando a funcao (ODE45 do software MatLab®).
Nessa simulacao observamos que modelo repre-
senta o comportamento do sistema imunolégico
na presenca do HIV ja conhecido na literatura
(Perelson and Nelson, 1999; Ho et al., 1995; Chun
et al., 1997; Lafeuillade et al., 1996).
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Tabela 2: Parametros

Parametros e Constantes Valor

Mortalidade das células p, 0.02 dia T

suscetiveis

Mortalidade das células p, 0.24dia™"

infectadas

Mortalidade do virus o 2.4dia?t

Mortalidade das células ., 0.04 dia™t

defesa

Taxa de suprimento das A, 20

células suscetiveis dia " *mm ™3

Taxa de suprimento das A, 20

células de defesa; dia " 'mm =3

Taxa de infecgdo do virus B, 2.4 - 10~°
mm3dia™*

Taxa de ativacio dares- B. 5 - 10°°

posta imunolégica mm>dia~*

Numero médio de virus k, 360

livre liberado por uma

célula infectada

Taxa de destruicao decé- p, 0.2

lulas infectadas mm3dia~
Taxa de destruicao dos p, 0.2

virus mm3dia™!

1

3 Pontos de Equilibrio

Os pontos de equilibrio do sistema dindmico (1)
sao dados pela relagao:

P = (:6,1771772, Za) (2)
_ A o Az A:B:0
a (/Lerﬂv@’y’v’ uz+ﬁu@’uz(uz+5w)>’

onde:

j= AeBopiz(poz + Bu?) 5 ()
(b + Bo¥) [py oz (1= + BuD) + pyAzB:7]

ou

[lUW:u‘Z (/’I’Z + Bvﬁ) + vasz'D] _
Tt (e + BuD) - . (4)

g =
3.1 Ponto de Equilibrio Trivial

Para uma pessoa nao-infectada pelo HIV temos
© = 0. Substituindo isso em (2), entdo o ponto de
equilibrio trivial é dado por:

Py = (%,7,0,%,2,) = <A00A0> (5)

x z

3.2  Ponto de Equilibrio Nao-Trivial

Para uma pessoa infectada pelo HIV, temos © #
0. Com isso, igualando as equagdes (3) e (4) e
simplificando essa equacao por ¥, encontramos a
equacao polinomial de grau 3 dada por:

a3t® + a2t + a19 + ap = 0, (6)
onde os coeficientes s@o dados por:
Myﬂvléﬁvﬁi + uvﬂzﬁuﬁgpy& (7)

F iy fz /Bvﬁgpv Az + /Bvﬂgpypv )\i,

as =
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Figura 1: Simulacao Numérica

ay = 2y ptdBuB + popiBuBapy
1y 2 BoBaPu Az + fha fy o 2 B2+
-t otz B2Py Nz + oy B2 Doz
1 B2y PoA: — 12 Bu B2k A,

2ty o 112 B2 + o 2 BapyAs
+Mmﬂyﬂ§6zpv)\z + Myﬂvﬂleﬁv (9)
—2M25vﬂkuAza

al =

ap = .“Z/Ly/‘v,ufﬁ - Hﬁﬁvkv}\z- (10)

A solucédo da equacdo (6) foi encontrada com
o uso do software MAPLE, porém deixamos a ana-
lise dessas solugoes para trabalhos futuros.

3.3 FEstabilidade

Pelo teorema de Hartman-Grobman (Kreyszig,
1978), podemos dizer que um ponto de equilibrio
é estavel, se o sinal da parte real dos autovalores
da matriz jacobiana aplicada no ponto, a ser estu-
dado, é negativa. A matriz jacobiana do sistema
(1), J(P), é dada por:
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—pz — Bud 0 —ByT 0 0
By —My — PyZa BvT 0 —py7¥
0 kv —Kv — PvZa 0 —pu

Y 0 —BzZz —Hz — Bz 0
0 0 BzZ Bz —bkz

calculada nos valores correspondentes aos pontos
de equilibrio.

A matriz jacobiana calculada no ponto de
equilibrio trivial (5) é dada por:

—ne 0 —B22a g 0

0 —ny B2l 0 0

J(Po) = 0 ko —py 0 0
0 0 e 0

0 0 Bzrz [

Hz

Os autovalores da matriz J(P,) sdo as raizes
r do polindnio caracteristico p(r) dado por:

J | gy = Bede
p(r) = =(potr)(pztr)=| ) e
v My —T

Observe que — i, € —fi, sao autovalores negativos
da matriz jacobiana J(P,). Os outros autovalo-
res sao obtidos através da solugao da equagao do
segundo grau dada por:

kvﬁUAz
(y +7)(pto +17) = —— =0,
xr
isto é,
kﬂB’UAI
12 4 (1 + )7 + (uyuu - u) =0. (11)

As solugoes de (11) sdo dadas por:

_(My + Mv) - \/Z

rn = 9 (5] (12)
rg = —(py + 10) +VA
2 )

onde

k'[} 'U)\I
A= G+ o) =4 (s, — 222) 1)

xX

Para que P, seja sempre localmente e assintotica-
mente estavel, iremos analisar A:
Se A < 0, entdo a parte real de 1 e ry, dada

—(Hytpo) ;
r —=5——=, € negativa.

po
Se A =0, entdo ary =ro =
Se A > 0, entdo temos duas raizes reais dis-
tintas, onde r; < 0. Para que r2 < 0, basta exigir

que o produto r173 seja positivo. Isto implica que:

k’l) ’U)\I
4 (Myﬂv — 6) > 0.

x

7(#1/24’#1)) < 0.

Dessa forma, precisamos que:

kyBuAa

xr

< oy o (14)
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Com base em (14), definimos o R, a taxa bésica
de Reproducao, do nosso problema por:

r _ kbl

= . 15)
Hoa oy o (

Se Ry < 1, pelo que acabamos de ver, o ponto
de equilibrio trivial é estavel, ou seja, nesse caso,
a infeccao nao se propagaria no organismo do in-
dividuo.

4 Conclusoes

Nas simulagoes numéricas escolhemos o periodo de
100 dias para observar a fase inicial da doenca. O
objetivo dessa escolha foi comparar os resultados
desse modelo com os ja existentes na literatura.
Observamos que logo apds o periodo de uma se-
mana, existe um grande aumento do nimero de
virus e das células infectadas. Além disso, é pos-
sivel perceber o decaimento das células suscetiveis
e das células de defesa efetoras da resposta imu-
nolégica. O modelo proposto descreve de maneira
aceitavel o comportamento do HIV no organismo
humano, assim como fazem os demais modelos.
O diferencial nesse modelo é podermos analisar
separadamente as células de defesa ativadas. Per-
cebemos uma migracao das células de defesa para
o compartimento das células de defesa ativadas.
Acreditamos que isso possa levar, com o passar dos
anos, a saturacao do sistema imunoldgico. Além
disso, os resultados parecem sugerir uma tendén-
cia para um dos pontos de equilibrio do sistema
dinamico. Dessa forma, em trabalhos futuros, ire-
mos nos aprofundar no estudo dessas questoes,
com o intuito de sugerirmos um tratamento com
o uso de inibidores (medicamentos) por meio do
uso da teoria de controle 6timo.
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