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Abstract— This paper presents two different coarse self-alignment methods for strapdown inertial navigation
systems, which lead to different error propagation formulas for the direct cosine matrix relating body-frame
axes to navigation-frame axes. While the first method reduces normality errors on the matrix, the second one
reduces the alignment errors and eliminates the orthogonality errors, being considered, therefore, superior. An
iterative orthogonalization process for the matrix obtained by the first method is proposed, in order to evaluate
if this would result in obtaining the same matrix calculated by the second method. An experimental test on a
high-accuracy strapdown inertial navigation system showed that, although the orthogonalization process properly
eliminate orthogonality errors on the matrix, it contributes to increasing the alignment errors and therefore its
implementation is not recommended.

Keywords— Navigation and self-location, Coarse self-alignment, Orthogonalization, Alignment errors.

Resumo— Neste artigo sdo apresentadas duas metodologias de auto-alinhamento grosseiro para sistemas de
navegacdo inercial solidédrios, os quais conduzem a diferentes férmulas de propagacdo de erros para a matriz
de transformagao de coordenadas que relaciona o triedro do corpo ao de navegagao. Enquanto a primeira
metodologia reduz os erros de normalidade atrelados & matriz, a segunda reduz os erros de alinhamento e elimina
os de ortogonalidade, sendo considerada, portanto, superior. Um algoritmo iterativo de ortogonalizagdo da
matriz obtida pela primeira metodologia é proposto, no intuito de se verificar se ele resultaria na obtencao
da mesma matriz calculada pela segunda metodologia. Um ensaio experimental realizado em um sistema de
navegacao inercial solidario de alta precisdo mostrou que, embora o procedimento de ortogonalizacao elimine
apropriadamente os erros de ortogonalidade da matriz, ele contribui para o aumento dos erros de alinhamento,
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e portanto, sua implementagdo ndo é aconselhada.

Palavras-chave— Navegacao e auto-localizagdo, Auto-alinhamento grosseiro, Ortogonalizagao, Erros de ali-

nhamento.

1 Introducao

Navegacao inercial é o processo de se determinar,
a cada instante, a localizacao, a velocidade e a
orientacao de um corpo num determinado sistema
de coordenadas, baseando-se apenas em sensores
inerciais, geralmente acelerometros e giroscopios
(Savage, 2007).

A determinagao destas varidveis s6 é possivel
integrando-se numericamente as forcas especificas
obtidas a cada instante de amostragem pelos ace-
lerbmetros, e como todo e qualquer processo de
integracao, para que se obtenha valores corretos
para as varidveis integradas, suas condigoes inici-
ais devem ser conhecida a priori. A este processo
déa-se o nome de inicializagao.

Como atestado por (Titterton and Weston,
2004), dentre as fontes de erro que afetam os al-
goritmos de navegac@o inercial (erros de quanti-
zagao, bias nos acelerometros, deriva nos giroscé-
pios, etc), o procedimento de inicializa¢ao, quando
mal conduzido, é um dos maiores contribuintes
para a perda de acuracia do sistema, levando a
um acumulo inadimissivel de erros em um curto
intervalo de tempo.

Grande parte dos procedimentos de iniciali-
zagao de sistemas de navegagao inercial solidarios
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ocorre em condicoes estacionarias, e a menos de
perturbacoes externas causadas por vibragoes e
rajadas de vento por exemplo, a posicao e a ve-
locidade do veiculo sao conhecidas com precisao
e estdo disponiveis préviamente (a velocidade é
considerada nula, uma vez que o veiculo é suposto
estar em condigoes estacionarias, e a posi¢cao pode
ser determinada por meios externos via, por exem-
plo, GPS).

A orientagéo inicial do veiculo, contudo, néo
é conhecida a priori, e no caso de um veiculo lan-
cador de satélites por exemplo, (foco de aplicacdo
deste artigo), é de suma importancia que o sis-
tema de navegacao inercial seja capaz de deter-
minar a orientacao inicial do mesmo sem nenhum
auxilio externo (Farrel and Barth, 1999). Ao pro-
cesso de inicializacao da orientagao do veiculo, da-
se o nome de alinhamento. No caso desta inicia-
lizagao ser realizada sem nenhum auxilio externo,
o procedimento é denominado auto-alinhamento
(Jekeli, 2000).

De uma forma geral, o procedimento de auto-
alinhamento de um sistema de navegacao iner-
cial solidario, consiste em duas etapas (Savage,
2007): o auto-alinhamento grosseiro e o auto-
alinhamento fino. O auto-alinhamento grosseiro é
implementado através da medicao dos vetores gra-
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vidade e velocidade angular da terra, e resulta em
valores aproximados para a orientacao do veiculo
(Shimelevich and Naor, 1996). O procedimento
de auto-alinhamento fino, por sua vez, é imple-
mentado imediatamente apds o grosseiro, e serve
para corrigir os valores aproximados obtidos para
o alinhamento do vefculo (Britting, 1971).

Neste artigo, serao apresentadas, em suas Se-
coes 2 e 3, duas metodologias de auto-alinhamento
grosseiro usualmente empregadas em sistemas de
navagacao inercial solidarios. Sabe-se que es-
sas metodologias propagam os erros na matriz de
transformacao de coordenadas de formas diferen-
tes. Enquanto uma reduz os erros de normalidade,
a outra reduz os de alinhamento e elimina os de
ortogonalidade.

O objetivo deste artigo é verificar se um even-
tual processo de ortogonalizacao da matriz de
transformagao de coordenadas obtida pelo pri-
meiro método, apresentado na Segao 4, permite
se obter a mesma matriz de transformagao de co-
ordenadas do segundo método. Na Secao 5, uma
andlise ¢ feita com base em resultados experimen-
tais de um sistema de navegacao inercial de alta
precisao. As conclusoes sao apresentadas na Segao
6.

2 Método tradicional

2.1 Dedugao analitica

Uma das metodologias de auto-alinhamento gros-
seiro mais referidas na literatura (Britting,
1971) baseia-se na medicao de trés vetores nao-
colineares, a saber, os vetores gravidade 7, velo-
cidade angular da terra r E, € o produto vetorial
dos dois, 7 X ﬁ;E, cujas componentes sao bem
conhecidas no triedro de navegagao, isto é:

-9
gh=10 (1)
0
OJ[ESinL
?[E = 0 (2)
wrE cos L
0
(7 X E?IE)N = | gwrgcosL (3)
0

onde g e wrg representam respectivamente a mag-

caso do alinhamento estaciondrio, sao definidos
como:
_fz

7B = _;y (4)

Wy

IBE = | Wy (5)
Wy

fzwy - fywz
fmwz - fzw;v (6)

fywat - fa:wy

onde f., fy e f. sao as forgas especificas medidas
pelos acelerémetros e w;, wy € w, sao as velocida-
des angulares medidas pelos giroscépios, nos res-
pectivos eixos z, y e z. O indice ? indica que os
vetores estao representados no triedro do corpo.

A representacao dos vetores acima definidos
segue a seguinte relacao:

g =cyg” (7)
]IVE = Cg ?E (8)
(7 x @)V =CH(J x &1p)? 9)

onde CF ¢ a matriz de transformagio de coor-
denadas, ou DCM (Direct Cossine Matriz) que
relaciona o triedro do corpo ao triedro de nave-
gacao, e que, portanto, serve para caracterizar o
alinhamento inicial do veiculo.

Definindo-se:

(7 x Wip)? =

~ 7]\] T
N = oy

L (q 7EIE)N
_ e T

B= o (11)
L (7 X IE)B

Temos:
N=CH§B (12)

Como, por defini¢ao, CY = (CE)T:
CN = (NH)TBT (13)
Efetuando as operacoes acima, chega-se a:
€11 Ci2 (13

Og = C21 C22 C23 (14)

C31 (€32 (33

nitude dos vetores gravidade e velocidade angular onde:

da terra, L é a latitude do veiculo e o indice V in- oy — Ja (15)
dica que os vetores estao representados no triedro e g

de navegacao. O triedro de navegacdo é aqui defi- f

nido com seus eixos xy, yny € zy apontando res- crp =+ (16)
pectivamente para as direcoes vertical local, leste I

e norte (configuragdo UEN - up, east, north) e o 13 = Iz (17)
veiculo é suposto estar no hemisfério sul. g

Estes mesmos vetores podem ser representa- fawy — fyws
dos no triedro do corpo, e especialmente para o €21 = W (18)
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_ Jaw: — fawz

=== = = 19
22 gwrg cos L (19)
fywac - fxwy
== - -2 20
23 gwrg cos L (20)
- inL
ey = Gw, — faowrpsin (21)
gwrgpcosL
- inL
3 = gwy — fyWrgsin (22)
gwrgpcosL
z Jz ] L
4 = qw fwrgsin (23)

gwrgcosL

Como pode ser observado, calculando-se (15)
a (23), o alinhamento inicial do veiculo pode ser
completamente determinado utilizando-se apenas
as leituras dos sensores inerciais.

2.2 Andlise de erros

Embora a abordagem analitica apresentada na Se-
¢ao 2.1 esteja conceitualmente correta, o valor
exato da matriz de transformagao de coordenadas
C% nao pode ser determinado na prética. Isto
se deve fundalmentalmente & existéncia de ruidos
e perturbacoes externas atreladas as leituras dos
sensores inerciais e as pequenas movimentagoes do
veiculo. O que se obtém na pratica, portanto,
é uma estimativa da Cg , representada por C’g ,
a qual pode ser genericamente equacionada como
(Savage, 2007):

CY =1+ E)CE (24)

Na equagao acima, F é a matriz que contem os
erros da C’g, e pode ser decomposta em duas sub-
matrizes, uma simétrica Eg, que representa os er-
ros de ortogonalidade (o, o, € 0,) ¢ normalidade
(Nzy My € 1n2) de C’g, e outra anti-simétrica E4g,
correspondente aos erros de alinhamento (e, €, e
e.) de CY com relagio a C:

E=FEg+ FEas (25)
onde:
E+ET N Oz Oy
Eg = —5 =% m o (26)
Oy Oz 1z
0 € —€
E—-ET z v
EAS = T = —€, 0 €x (27)
€y —€ 0

Para o caso do alinhamento estaciondrio,
pode-se considerar que os erros na determinagao
da matriz de transformacao de coordenadas ad-
vém principalmente das incertezas dos sensores
inerciais, e assim, pode-se reescrever (13) da se-
guinte forma:

ey = (V)BT (28)
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onde:
B=B+4B (29)
e:
—0fy 0wy Ovuy
dB=| —6f, Odw, Ouy (30)
—0f, dw, Ov,

Nas equagbes acima, 6 fy, 0 fy, 0f5, 0wy, dwy €
dw, representam os erros nas leituras dos acelero-
metros e giroscopios, respectivamente, e:

(51}9: = _U-}zéfy — fyéwz + Wyéfz + fz(swy (31)

vy = —wedf. — f0wy + wedfy + fodw.  (32)
Substituindo (29) em (28), obtem-se:

CY =1+ (N"HYIsBTCEH)CY  (34)
Comparando (24) com (34), conclui-se que:
E=(N"YH'sBTCE (35)

Eq. (35) é a equacdo de andlise de erros
base para grande parte das metodologias de auto-
alinhamento grosseiros. Infelizmente, para uma
escolha arbitraria da CJ, a equagio acima apre-
sentada nao é facilmente interpretdvel (Britting,
1971). Uma solugdo particularmente simples é
obtida considerando-se um alinhamento perfeito
entre os triedros do corpo e de navegagao, isto é
CH = I. Neste caso:

E=(N"HTsBT (36)

e:
dvy = =0 fywrpcosL (37)
dvy =0 fawrgcosL — 0 fowrpsinL + dw,g  (38)
dv, = 6 fywrpsinL — dwyg (39)

Substituindo-se (10), (30), (37), (38) e (39
em (36), e o resultado em (26) e (27), obtem-se:

8 fu
ne= "l (40)
M= = 76.}[‘2 ;anL * W]ZL‘C)(Z)SL (42)
0y =0,=0 (43)
oy — % [_ O fs ‘;anL N % + = Zﬂz; L} (44)
. — O fy z]anL B w}gc;;gSL (45)
T P
6
€. = % (47)
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Substituindo em sequéncia, (26) e (27) em
(35) e o resultado em (24), conclui-se que a
DCM obtida ao final do procedimento de auto-
alinhamento grosseiro pela metodologia tradicio-
nal apresenta-se na seguinte forma:

. 1+ €z Oy — €y
N = —e. 1+, € cE 48
oy + €y —€, 147,

Como pode-se observar de (48), a matriz de
transformacio de coordenadas C'§ obtida possui
todos os erros anteriormente definidos, isto é, erros
de ortogonalidade, normalidade e alinhamento.

3 Meétodo alternativo

3.1 Dedugao analitica

A segunda metodologia abordada neste artigo,
aqui denominada metodologia alternativa, é ana-
lisada por (Jiang, 1998; Zhao et al., 2011), e & se-
melhanca da metodologia tradicional apresentada
anteriormente, também se baseia na medicao de
trés vetores nao colineares resultantes da combi-
nacao dos vetores gravidade e velocidade angular
da terra. Esta metodologia, todavia, nao utiliza a
triade 7, ﬁ;E e 7 X & rg, mas sim a triade ?,
7X31Ee(7X31E)X?.

Pode-se definir, portanto:
_ 1T

N = (9 x ﬁm) (49)
7 x Wrp) x gV |

7P
B = (7 x ﬁIE) (50)
7 x Wre)x g)P ]

onde:

((d x &1g) x

0
Y = 0 (51)

GPwrgcos L

(F x &) x 9)° =
fzzwz - fmfzwz -
= fgwy_fa:fywa;_

fiwz — fyfewy —

fxfywy + f;wx
fyfzwz + f,?wy (52)
fefewg + fa%wz

(FxWrp)x )" = CF((FxT1p)xg)"

A semelhanca de (13), e chamando de C'}
a matriz de transformacao de coordenadas obtida
pela metodologia alternativa, tem-se que:

C/g — (N/—I)TB/T (54)
Efetuando-se as operagoes, chega-se a:
[
C'p=| ¢y ey cy (55)

/ / /
C31 C32 C33

010021-4

onde:
Clll = C11 (56)
Cllz = C12 (57)
cl3 = c13 (58)
Chy = e (59)
CI22 = C922 (60)
6123 = C23 (61)
C/ _ f2ww_fxfzwz_fxfywy+fy2ww (62)
31— g2wipcosL
/ fgcwy fxfywx fyfzwz +fz2wy
= 63
“s2 g2wigcosL (63)
Cl o fyzwz_fyfzwy_fxfzwm+fng (64)
38 g2wigcosL

Comparando-se (15) a (23) com (56) a (64),
pode-se observar que a tUnica diferenga entre as
matrizes de transformacao de coordenadas obtidas
pelas metodologias tradicional e alternativa recai
sobre a terceira linha de cada uma delas.

3.2 Andlise de erros

Procedendo da mesma forma que na Segao 2.2,
pode-se afirmar que a estimativa da matriz de
transformagao de coordenadas obtida pela meto-
dologia alternativa também possui erros, os quais,
considerando CF = I, sdo representados por:

E = (N"HTsB" (65)
onde:
~8fs vy Oty
§B' = | —6f, v, oty (66)
—5f. v, Ot

Nas equacoes acima, 6 fz, 0 fy, df, 0vy, dvy €
0v, sdo os mesmos da Secgdo 2.2, e:

Oty = —gwrgcos Lo f, (67)
+ g*ow, (68)
6t = gwig cos Lo fy—gwip sin Lo f.+g% 0w, (69)

Substituindo-se (49) e (66) em (65), e o resul-
tado em (26) e (27), obtem-se:

0ty = —gwrgsin Lo fy

77; =Nz (70)
7]3/,/ =Ty (71)
0fy Of,tanlL 0w,
g, =L Setanl, O (72)
g g wig cos L
o, =0,=0,=0 (73)
€ =€ (74)
of.
€= J (75)
€, = €, (76)
© 2013 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2013.001.01.0021

DOI: 10.5540/03.2013.001.01.0021

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 1, N. 1, 2013.

Substituindo os resultados em (24), conclui-
se que a DCM obtida ao final do procedimento de
auto-alinhamento grosseiro pela metodologia al-
ternativa apresenta-se na seguinte forma:

A 14+n, € —€y
C'g = —e. 141, & cB (1)
€y —€, 147

Analisando (77), pode-se observar que a ma-
triz de transformacao de coordenadas obtida pela
metodologia alternativa possui maiores erros de
normalidade do que a obtida pela metodologia tra-
dicional, gracas a insercao do termo Jf, no eixo
z, mas possui menores erros de alinhamento, pela
eliminacao dos termos ¢ f; e dw, também no eixo y
e nenhum erro de ortogonalidade. Como, de uma
forma geral, os erros provenientes dos giroscépios
sao mais expressivos que os dos acelerometros,
conclui-se que a metodologia de auto-alinhamento
grosseiro alternativa é superior a metodologia tra-
dicional.

Outra conclusao que se chega a partir do ex-
posto no pardgrafo anterior é que 1, =~ 1., e por-

. . A AN
tanto, a principal diferenca entre C§ e C'p, deve
recair sobre o elemento c3; destas matrizes. Esta
observacao ficara evidente nos resultados apresen-
tados na Segao 5.

4 Ortogonalizacao da DCM

As idéias que motivaram a andlise apresentada
neste artigo consistem na hipdtese de que, uma
vez que a DCM obtida ao final do procedimento de
auto-alinhamento grosseiro pela metodologia tra-
dicional possui erros de ortogonalidade, o proce-
dimento de ortogonalizacao desta DCM pode con-
duzir & mesma DCM obtida pela metodologia al-
ternativa.

Dentre os diversos procedimentos de ortogo-
nalizagdo de matrizes de transformagao de co-
ordenadas existentes na literatura, neste artigo
serd considerado o proposto por (Bar-Itzhack and
Meyer, 1976). Este algoritmo baseia-se na minimi-
zacao da norma euclidiana da C'g , € é implemen-
tado de forma iterativa, de acordo com as equa-
¢oes abaixo, onde (CY), é a aproximagio 6tima
ortogonalizada de C} e k varia tipicamente de 1
a b:

3 1
Cr = §Ck_1 - §Ck_1(ck—1)TCk—1 (78)

sendo: R
Co=Cf (79)

(CH)L =Cs (80)

Ao final do procedimento de ortogonalizacao,
espera-se que a matriz de transformacgédo de coor-
denadas apresente tao somente erros de normali-
dade e alinhamento, devendo, portanto, assumir a
forma de (77).
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5 Resultados experimentais

De modo a se testar a hipétese conjecturada na
Secao 4, foi realizado um ensaio estatico sobre
um sistema de navegacao inercial solidario de alta
precisao com tecnologia a laser (RLG -ring laser
gyroscope).

O procedimento consistiu em se alinhar o sis-
tema de navegacao inercial utilizando uma mesa
rotativa de trés eixos, de forma que o triedro do
corpo se aproximasse o maximo possivel do triedro
de navegacdo, isto é, C§ ~ I. Em seguida, leitu-
ras dos acelerometros e giroscopios foram tomadas
a uma taxa de amostragem de 100 Hz durante um
periodo de aproximadamente 16 horas.

Ao final das 16 horas de amostragem, os va-
lores médios das leituras dos sensores inerciais
foram calculados e substituidos em (15) a (23),
permitindo-se determinar a DCM pela metodolo-
gia tradicional. O resultado é mostrado abaixo:

A 1.0000  0.0011 —0.0010
CN =] —0.0011 0.9968 —0.0069 (81)
0.0045  0.0069  0.9968

De igual modo, substituindo-se os valores mé-
dios das leituras dos sensores inerciais em (56) a
(64), obteve-se a DCM pela metodologia alterna-
tiva:

. 1.0000  0.0011 —0.0010
C'p = | —0.0011 0.9968 —0.0069 | (82)
0.0010  0.0069  0.9968

Como pode-se observar, a DCM calculada
pela metodologia tradicional apresenta erros de
ortogonalidade, os quais podem ser percebidos pe-
los elementos c13 e c31. Estes erros, contudo, nao
estao presentes na DCM calculada pela metodo-
logia alternativa. Pode-se obervar também que,
como era esperado, a diferenca entre as matrizes
de transformacao de coordenadas consite basica-
mente no elemento c3; de cada uma delas.

Procedendo com a ortogonalizagao da DCM
obtida pela metodologia tradicional, obtem-se:

) 1.0000  0.0011 —0.0028
(CX)L = | —0.0012 1.0000 —0.0070 | (83)
0.0027  0.0070  1.0000

Analisando (83), percebe-se que o procedi-
mento de ortogonalizagao da DCM calculada pela
metodologia tradicional é eficaz no que diz res-
peito a eliminagao dos erros de ortogonalidade,
mas em contra-partida, este efeito é compensado
com um aumento nos erros de alinhamento do sis-
tema, os quais podem ser constatados pela altera-
¢ao no valor do elemento cy3.

De modo a se avaliar a evolucao temporal
deste efeito indesejado, analisou-se os elementos
c13 e c13 das matrizes de transformagao de coorde-
nadas obtidas pela metodologia tradicional, pela

© 2013 SBMAC
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sua correspondente ortogonalizada e pela metodo-
logia alternativa, para diversos tempos de amos-
tragem. Os resultados sao apresentados nas Fig.
le2:

Evolugéo temporal do elemento ¢,

Met_ tradicional
Met. tradicional ortogonalizada |4
Met. alternativa

I T

L L L I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16
tempo [horas]

Figura 1: Evolucao temporal do elemento c;3.

3 Evolugéo temporal do elemento ¢4

Met. tradicional
Met. tradicional ortogonalizada

8 Met._ alternativa

tempo [horas]

Figura 2: Evolucao temporal do elemento cs;.

Analisando as Fig.1 e 2, observa-se que o pro-
cesso de ortogonalizacao resulta em um compro-
misso entre erros de ortogonalidade e erros de ali-
nhamento. A corre¢ao dos erros de ortogonali-
dade, que se traduz na redugao do valor do ele-
mento c3; implica em se alterar também o valor
do elemento cy3, resultando em maiores erros de
alinhamento.

Conclui-se, portanto, que a ortogonalizacao
da DCM obtida pela metodologia tradicional, nao
é um processo viavel, e nao permite a obtencao da
mesma DCM calculada pela metodologia alterna-
tiva.

6 Conclusoes

Neste artigo foram apresentados duas diferentes
metodologias de auto-alinhamento grosseiro para
sistemas de navegacdo inercial soliddrios. A dife-
renca entre elas consiste, basicamente, numa di-
ferente escolha da triade de vetores a serem uti-
lizados nos caculos, o que resulta em diferentes
férmulas de propagagao de erros para a matriz de
transformacao de coordenadas obtida. Enquanto
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uma metodologia contribui para a reducao dos er-
ros de normalidade, a outra reduz os erros de ali-
nhamento e elimina os de ortogonalidade, sendo
portanto, considerada superior a primeira.

O objetivo deste artigo foi o de verificar se
um eventual procedimento de ortogonalizacao da
matriz de transformacao de coordenadas obtida
pela primeira metodologia conduziria a obtengao
da mesma matriz de transformacgao de coordena-
das obtida pela segunda metodologia.

Como pode-se concluir, este processo de orto-
gonalizagdo nao permite se obter a mesma DCM,
pois, embora os erros de ortogonalidade existentes
na primeira DCM sejam apropriadamente elimi-
nados, este efeito é compensado por um aumento
nos erros de alinhamento do sistema.
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