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1 Introdução

Os estudos na disciplina de espaços métricos geralmente se concentram em casos usais
como R e Rn. Porém esses casos nem sempre são suficientes para aplicações, sendo ne-
cessário utilizar espaços mais complexos. Este trabalho pretende apresentar e discutir
sobre as diferenças de duas métricas no espaço de funções reais cont́ınuas definidos em um
intervalos [a, b], discutindo a completude deste espaço em relação à essas métricas.

2 Espaços de funções

Definição 2.1. Suponhamos que X seja um conjunto não vazio. Diremos que uma função
ρ : X × X → [0,+∞) é uma distância ou métrica sobre X se as seguintes propriedades
forem satisfeitas:

(i) Para quaisquer a, b ∈M , temos que ρ (a, b) = 0 se, e somente se, a = b.

(ii) Simetria: para quaisquer a, b ∈M temos queρ (a, b) = ρ (b, a) .

(iii) Desigualdade Triangular: para quaisquer a, b, c ∈M temos que

ρ (a, b) ≤ ρ (a, c) + ρ (c, b) .

Diremos que um par ordenado (M,ρ) é um espaço métrico se M for um conjunto e
ρ : M ×M → [0,+∞) for uma métrica sobre M .

Exemplo 2.1. Sejam a e b números reais com a < b e C[a, b] o conjunto de todas as
funções cont́ınuas de [a, b] em R e ρ0 : C[a, b]× C[a, b]→ [0,∞) dada por:

ρ0(x, y) = max {|x(t)− y(t)| : a ≤ t ≤ b} .

temos que (C[a, b], ρ0) é um espaço métrico.
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Exemplo 2.2. Sejam a e b números reais com a < b e I[a, b] o conjunto de todas as
funções Riemann Integráveis de [a, b] em R e ρ1 : I[a, b]× I[a, b]→ [0,∞) dada por

ρ1(x, y) =

∫ b

a
|x(t)− y(t)|dt.

Temos que ρ1 não é uma métrica em I[a, b], mas é uma métrica em C[a, b] ⊂ I[a, b].

Mostraremos apenas que ρ1 não é uma métrica em I[a, b], para isto tomemos c ∈ [a, b]
e α ∈ R. Definamos

f(x) =

{
α, x = c,
0, x 6= c.

Observemos que f é integrável em [a, b] e que
∫ b
a f = 0. Tomando g : [a, b]→ R dada por

g(x) = 0. Temos que f 6= 0 em [a, b], mas

ρ1(f, g) =

∫ b

a
|f(t)− g(t)|dt = 0.

Logo ρ1 não é métrica.

Definição 2.2. Consideremos um espaço métrico (X, d). Uma sequência (xn) em um
espaço métrico é chamada de sequência de Cauchy quando para todo ε > 0 dado, existe
n0 ∈ N tal que se m,n > n0 então d(xm, xn) < ε.

Definição 2.3. Um espaço métrico se diz completo quando toda sequência de Cauchy
deste espaço converge.

Exemplo 2.3. (C[a, b], ρ0) é completo.

Porém se alterarmos a métrica podem haver alterações no espaço. Para isto basta
tomarmos o mesmo espaço acima com uma outra métrica.

Exemplo 2.4. (C[a, b], ρ1) não é completo.

De fato, basta consideremos a sequência:

fn(x) =


a, se − b ≤ x ≤ a

n ,

nx, se a
n < x ≤ b

n ,

b, se b
n < x ≤ b

essa sequência é de Cauchy, porém ela é converge para uma função

f(x) =


a, se − b ≤ x < 0,
0, se x = 0,
b, se 0 < x ≤ b

que não é cont́ınua, portanto o espaço C[a, b] não é completo com esta métrica.
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