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Abstract— In this paper, the rotational motion without external torques is analyzed in order to investigate the temporal behavior of the
variables that describe the motion in the regions of libration and circulation around the equilibrium points. To describe the rotational
motion of the satellite are used Andoyer canonical variables. Applications are made to satellite with distinct principal moments of
inertia. Three equilibrium points are determined, two points are unstable and one steady. In the temporal behavior there are periodic
variations in a angle variable and a metric variable and there is a linear variation for the angular variable directly related to the rotation
of the satellite. The results obtained are important for the analysis of rotational motion when the external torques are included in the

equations of motion.
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Resumo — O movimento rotacional livre de torques externos é aqui analisado com o objetivo de investigar o comportamento
temporal das variaveis que descrevem o movimento nas regides de libracéo e circulagdo ao redor dos pontos de equilibrio. Para
descrever 0 movimento rotacional do satélite sdo utilizadas as variaveis canonicas de Andoyer. Aplicagdes sdo realizadas para
um satélite de médio porte com momentos principais de inércia distintos. Sdo determinados 3 pontos de equilibrio, sendo dois
pontos instaveis e apenas um estavel. No comportamento temporal verificam-se variagfes periédicas em uma varidvel angular e
uma varidvel métrica e uma variagdo linear para a variavel angular diretamente relacionada com a rotacdo do satélite. Os
resultados obtidos sdo importantes para a continuidade da analise do movimento rotacional quando os torques externos séo

incluidos nas equagdes do movimento.
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1. Introducéo

Este trabalho enfoca o movimento rotacional
de um satélite artificial na auséncia de torques
externos, analisando as regides de libracdo e
circulagdo ao redor dos pontos de equilibrio das
equacBes do movimento. Aplicages sdo realizadas
para um satélite de médio porte com momentos
principais de inércia distintos. Para descrever o
movimento rotacional do satélite sdo utilizadas as
variaveis canbnicas de Andoyer. Tais variaveis, além
do fato de possuirem significado fisico, sé&o
convenientes para aplicacdo de métodos de teoria de
perturbacdo, quando se deseja fazer uma abordagem
analitica a0 movimento rotacional. Essas variaveis
também sdo convenientes para a aplicagdo de
métodos de estabilidade para  sistemas
Hamiltonianos.

Considerando os sistemas de coordenadas do
satélite: sistema de eixos principais de inércia Oxyz

0101911

(denominando sistema principal), sistema equatorial
OXYZ (com eixos coincidentes com o equador
terrestre, denominado sistema do satélite) e o sistema
do momento angular OXpymzm (eixo Oz, coincide
com a direcdo do momento angular de rotacdo do
satélite L,).

As variaveis de Andoyer (Kinoshita, 1972) para
descrever o movimento rotacional do satélite, sdo
aqui definidas:

- As variaveis angulares ¢,, €, e 3580 angulos que
relacionam os diferentes sistemas de referéncia
envolvidos e estdo apresentadas na Figura 1;
- As variaveis métricas: ¢ 0 mobdulo do vetor
momento angular de rotagdo L,, L é a projecio de
L, no eixo z no sistema principal (L J)e
é a projecdo de L, no eixo equatorial Z (L

).

Os desenvolvimentos foram realizados com
0o auxilio dos softwares MATLAB e
MATHEMATICA.
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4 Plano perpendicular ao
eixo principal de inércia

L5

Figura 1 — Variaveis de Andoyer

A Hamiltoniana do movimento rotacional
livre de torques externos (MRLTE) para satélites ndo
simétricos (com momentos principais de inércia
distintos A#=B=+C, sendo A, B, C respectivamente
0S momentos principais em torno dos eixos X,y,z do
satélite) é expressa em termos das variaveis de
Andoyer por (Kinoshita, 1972) e (Zanardi,1986):

F=1

2

sin?l; | cos?l
A B

Jaz-m+4 )

2

Com as equagbes do movimento dadas por:

a _ or
at oL’ .
dat at;’

2. Equagdes do Movimento e Pontos de
Equilibrio

O estudo da estabilidade é feito através dos
pontos de equilibrio, analisando o plano de fase
(Li,Ly),sendoque: 0 <, <me —-L,<L;<L,,a
partir das equagfes do movimento (2), pelas quais
tem-se:

fp=ls=0=0 @)
e e L @
i, = —%G - %) (I — 12) sin 21, (5)
i, = (sinj b coi 11) L, ©)

Observa-se assim, que quando ndo estdo sendo

___ Plano perpendicular ao
vetor momento angular

Plano equatorial

2) 4 =2,1,=0; (8)

3) ¢y=m L =0; )

Para analisar o espago de fase (¥4, L,) é preciso
determinar a Matriz Hessiana da Hamiltoniana do

movimento rotacional livre de torques externos que é
definida como:

d%F d%F
a2 001014
Pypire = 92F 92F (10)

L1044 aL?

de modo que a partir de (1), suas derivadas parciais
s80 expressas como:
8%F _

1 1 2 _ g1 2
a_[%_(g D Ua? - 1Y cos28;  (11)

9%F _ 9°F _(1 1

90,0L,  0L,0¢; \B Z) Lysen2t, (12)

d%F 1 sen?¢ cos? ¢
—l_snh coh (13)

a2~ ¢ A B

A partir do determinante da matriz Hessiana
(A = det (Pyrote)) € de seus elementos é possivel
determinar se o0s pontos de equilibrio sdo um
méaximo, um minimo relativo ou ponto de sela
(Swokowski, 1995). A analise serd aqui realizada
considerando a relagdo C< B<A entre 0s momentos
principais de inércia. Outras andlises para os planos
de fase (¢4, L,) envolvendo outras relagdes entre os
momentos principais de inércia foram realizadas por
DEPRIT (1967) e Cabette (2006).

3. Andlise dos Pontos de Equilibrio para
Momentos Principais de Inércia C<B<A

Considerando o0 caso em que 0S momentos
principais de inércia o momento angular L, e sua
projecdo L; assumem os seguintes valores:

A =394x10°Kgm?

B = 3,33 x10° Kg m?

C =1,03%10%° Kg m?

Ly =1%10*Kgm?/s
L, =9.3707 * 103 Kg m?/s

0s quais sdo similares aos dados do satélites

considerados 0s torques externos, as varidveis americano PEGASUS  (Zanardi,1986), pode-se
métricas L, e L5 e a varidvel angular l; permanecem analisar cada ponto de equilibrio:
constantes.
Os pontos de equilibrio séo obtidos das equacdes ,1) Para ¢, =0,L, =0 e ¢ =mL =0
de movimento (4), (5) e (6) que resultam em: obtém-se:
DOI: 10.5540/03.2013.001.01.0191 010191-2 © 2013 SBMAC
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d%F d%F d%F d%F
= =0, — < 0, —
L1806,  0L,04, ae? aL?

>0, A< 0 (14)

que sdo definidos como pontos de sela (Swokowski,
1995).

A Hamiltoniana nesses pontos assume o
seguinte valor

_L?

Fp =2 = 1419780 Kg m?/s*

E corresponde a uma rotacdo em torno do eixo
principal de inércia Qy, caracterizando pontos
instaveis.

2) Parat, = g L, = 0 obtém-se:

d%F d%F d%F d%F
= =0, —> 0, —
0L10¢1  0L104, a2 a2

>0, A>0 (15)

que é definido como um ponto minimo relativo,
caracterizando um ponto de equilibrio estavel na
auséncia de torques externos.

A Hamiltoniana nesse ponto assume 0 seguinte
valor

2
Fy =2 = 119,8594 Kg m?/s
E corresponde a rotacdo em torno do eixo
principal de inércia Ox.

Na Figura 2 é apresentado o comportamento da
Hamiltoniana F em funcdo de (l,,L,), na qual é
possivel visualizar o ponto de minimo relativo

(ll,Ll,FA)z(g,0,119.86) e os pontos de sela
(I, Ly, Fs) = (0,0,141,98) e
(L, L, F) = (,0,141.98).

5000

—5000

-

3 " -loooo

Figura 2 — Comportamento da Hamiltoniana do MRLTE para
C<B<A (Silva,2011).

A Figura 3 apresenta o espaco de fase (¢4, L;).
Na andlise deste plano de fase, observa-se que a
Hamitoniana assume valores entre.
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Fy<F<F
Fs<F<F,
onde F; é um caso especial quando L, = * L,, que

corresponde a uma rotacdo em torno do eixo Oz, com
a Hamiltoniana dada por:

2
Fo=22 _ 4593311k m?/s?
c ZC ’ g
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Figura 3- Espaco de fase (¢,, L,) para C<B<A. O ponto
4,L) = (g 0) corresponde a hamiltoniana F,, a separatriz

corresponde a hamiltoniana Fg e a Hamiltoniana F, corresponde ao
caso de L; = L.

Quando a Hamiltoniana assume valores entre F,
e Fg ocorrem libraces em torno do ponto de

equilibrio  estavel (ll,L1)=(§,0); a separatriz
ocorre quando F = Fz e quando a Hamiltoniana

assume valores entre Fz e F ocorrem circulagfes em
torno do ponto de equilibrio estavel.

4. Anélise das regibes de circulagéo

A seguir sdo analisados o0s comportamentos
temporais de [;, [, e L, para algumas regides de
circulagdo, correspondendo & Fp < F < F, para um
intervalo de tempo de 500.000 seg. Sao considerados
trés casos de condigdes iniciais distintos:

Caso I:
I, = %rad; l, = %rad e L, =2000 kgm?/s (16)

Caso II:
l, =1rad; I, = grad elL; = 2000 kgm?/s  (17)

Caso IlI:

l,=1rad; 1, = % rad e L, = 7000 kgm?/s (18)
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As Figuras 4, 5 e 6, apresentam respectivamente
0 comportamento temporal da varidvel [, I, e L,
para os casos I, Il e 1I.

Observa-se na Figura 4 um comportamento
periddico para a variavel [, sendo que o periodo do
caso Il é muito maior do que dos casos | e Il. Na
Figura 5 é mostrada uma variacdo linear para a
varidvel angular [,, com diferengas ndo significativas
entre os trés casos. Na Figura 6 observa-se um
comportamento periddico da varidvel L;, nos casos |
e Il, e uma variagdo menos para o caso Ill.

—Caso I
—Caso II
i [—Caso I1I

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3 4 1.5 5
t (seg) x 10

Figura 4 — Comportamento temporal de [,, para regido
de circulagdo nos casos I, 1l e 1.

—Caso I
||=Caso Il
—Caso III

0 05 1 15 2 25 3 35 4 15 s
t (seg) x10°

Figura 5 — Comportamento temporal de [,, para regido
de circulagéo nos casos I, 1l e I11.

8000

Pela Figura 6, observa-se que quando os
valores de L; se aproximam do valor de L,
(correspondendo a angulo J, = 0°), as amplitudes das
variacdes periédicas diminuem. Tal comportamento é
justificado pelo coeficiente do termo periddico na
equacdo do movimento de L,, dada pela equacéo (5).

Na Figura 4, observam-se pequenas
variacdes periodicas na variavel angular I, quando L,
é bem menor do que L, (casos I e Il) e uma variagao
linear quando L; se aproxima de L, (caso Ill). Esta
variacdo linear se justifica pelo fato da pequena
variacdo de L; no caso I11, o que acarreta em variacdo
linear em I; (associada ao termo L,/C) que prevalece
sob o outro termo da equacao (4).

5. Andlise da regido de libracao

A seguir sdo analisados os comportamentos
temporais de [;, I, e L, para algumas regifes de
libracdo, correspondendo & F, < F < Fgz para um
intervalo de tempo de 500.000 seg. S&o considerados
trés casos de condi¢des iniciais distintos:

Caso IV:

I, = %rad; I, = grad e L, = 500kgm?/s (19)
Caso V:

l, =1rad; I, = %rad el; = 1000kgm?/s  (20)
Caso VI:

L, =1rad; I, = grad eL, = 1500kgm?/s  (21)

Nas Figuras 7, 8 e 9, respectivamente estéo
apresentados 0s comportamentos temporais das
variaveis [, l,e L, paraos casos IV, V e VI.

Pelas Figuras 7 e 9 observa-se que as
varidveis [, e L; assumem um comportamento
periodico, ndo havendo muitas diferengas entre 0s
casos. As amplitudes do movimento aumentam com
0 aumento de L;.

- Pela variavel 1, varia linearmente, também
2 '|—cassom| N80 havendo diferengas significativas entre 0s casos,
1000 ] como na andlise da regido de circulagdo. Isso se
justifica pelo fato da regido de libracdo ser muito
pequena para este satélite.
A 0‘5 1 1.5 L. :‘5 ; 35 4 l‘i 5
t (seg) x 10’
Figura 6 — Comportamento temporal para L, na regido de
circulagéo nos casos I, Il e 111
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] [—casorv]  rotacional quando os torques externos serdo

& |G incluidos nas equagdes do movimento.
4| Caso
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6. Conclusado

Neste trabalho foi analisado o
movimento rotacional livre de torques externos,
descrito pelas varidveis candnicas de Andoyer,
com aplicacfes para um satélite de médio porte
com momentos principais de inércia distintos.
Pontos de equilibrio foram determinados, sendo
dois pontos instaveis e um ponto estavel. O
comportamento  temporal em regides de
circulacio e libracdo apresentam variacOes
periddicas em uma varidvel angular e uma
métrica e uma variagao linear na variavel angular
diretamente relacionada com a rotacdo do
satélite. Os resultados obtidos sdo importantes
para a continuidade da analise do movimento
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