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Sobre uma Classe de Funções Ortogonais
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1 Introdução

Apresentaremos uma classe de funções que satisfazem uma propriedade de ortogonali-
dade e que também satisfazem a uma relação de recorrência de três termos.

Estas funções, que podem ser consideradas com uma extensão dos polinômios ortogo-
nais simétricos no intervalo [−1, 1], também têm conexão com polinômios ortogonais no
ćırculo unitário.

2 R-funções

Consideramos Ωm o espaço de funções reais definidas em (−1, 1), dado da seguinte
forma: Ω0 ≡ P0 e Ωm para m ≥ 1 é tal que se W(x) ∈ Ωm então,

W(x) = B(0)(x) +
√

1− x2B(1)(x),

onde B(0)(x) ∈ Pm e B(1)(x) ∈ Pm−1 satisfaz B(0)(−x) = (−1)mB(0)(x) e B(1)(−x) =
(−1)m−1B(1)(x). Pm representa o espaço dos polinômios reais de grau no máximo m.
Denominamos as funções W ∈ Ωm por R-funções.

Note que a dimensão do espaço linear Ωm é m+ 1, e

{1, x
√

1− x2, x2, . . . , x2n−1
√

1− x2, x2n} e

{
√

1− x2, x, x2
√

1− x2, . . . , x2n
√

1− x2, x2n+1}

formam bases para Ω2n e para Ω2n+1, respectivamente.
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3 R-funções ortogonais

Uma função ψ limitada, não decrescente, com infinitos pontos de aumento em (a, b),

−∞ ≤ a < b ≤ ∞, tal que os momentos µn =
∫ b
a x

ndψ(x), n ≥ 0, são finitos é denominada
distribuição (medida positiva).

Consideramos ψ uma distribuição definida no intervalo (−1, 1) e a sequência de R-
funções Wm ∈ Ωm,m = 0, 1, 2, ..., que satisfazem as seguintes condições de ortogonalidade∫ 1

−1
W2n(x)W2m(x)

√
1− x2 dψ(x) = ρ2m δn,m,∫ 1

−1
W2n+1(x)W2m+1(x)

√
1− x2 dψ(x) = ρ2m+1 δn,m,∫ 1

−1
W2n+1(x)W2m(x) dψ(x) = 0,

para n,m = 0, 1, 2, . . . , onde δn,m = 0 se n 6= m e δn,m = 1 se n = m. Tais funções são
chamadas de R-funções ortogonais e satisfazem a relação de recorrência de três termos
especial dada por

W0(x) = γ0, W1(x) = (γ1x− β1
√

1− x2)γ0,

Wm+1(x) =
[
γm+1x− βm+1

√
1− x2

]
Wm(x)− αm+1Wm−1(x), m ≥ 1,

onde {αm}∞m=2, {βm}∞m=1 e {γm}∞m=0 são sequências de números reais.
Uma propriedade muito interessante e útil das R-funções ortogonais é que Wm(x)

possui exatamente m zeros distintos no intervalo (−1, 1).
Apresentaremos outras propriedades das R-funções ortogonais e sua conexão com po-

linômios ortogonais no ćırculo unitário. Mais detalhes e demonstrações destes resultados
podem ser encontradas na referência [1].
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