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1 Introdução

O reticulado E8 é um reticulado muito importante pois apresenta a melhor densi-
dade de centro na dimensão 8, além de ser o único reticulado unimodular e par nesta
dimensão. Podemos definir o reticulado E8 como o conjunto de vetores 8-dimensionais
cujas coordenadas de cada vetor ou são todas inteiras ou todas semi-inteiras, e com a
soma sendo múltiplo de 2. O objetivo deste trabalho consiste em apresentar construções
algébricas do reticulado E8 via teoria algébrica dos números e via álgebra dos quatérnios,
tais construções podem ser encontradas de forma detalhada em [2].

2 Reticulado E8 via teoria algébrica dos números

Sejam K um corpo de números de grau n, DK o discriminante de K, OK o anel dos
inteiros algébricos de K, A um ideal não nulo de OK eN (A) a norma do ideal A. Temos que
a perturbação σα : K→ Rn do homomorfismo canônico, com αi = σ(α) > 0 e σi(α) ∈ R,
aplicada em A produz um reticulado algébrico σα(A) com densidade de centro dada por
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onde tα = min{T r(αxx), x ∈ A, x 6= 0} e N (α) é a norma do elemento α [1, 2]. Visto
que o reticulado E8 possui densidade de centro igual a 1

16 , podemos construir versões
rotacionadas do reticulado E8 a partir de um corpo de números K de grau 8 e determinando
parâmetros os tα, N (α) e N (A), quando igualamos a Equação (1) a 1

16 . No exemplo a
seguir apresentamos um dos reticulados obtidos.
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Exemplo 2.1. Sejam o corpo de números K = Q(ζ20), A = (−1− ζ20 + 2ζ220 + ζ320 + ζ420 +
2ζ620+ζ720)OK, um ideal de OK = Z[ζ20] e α = 1+(ζ20+ζ−120 )−(ζ220+ζ−220 )−(ζ320+ζ−320 ) ∈ OK.
Temos que n = [K : Q] = 8, DK = 28 · 56, N (A) = 80, N (α) = 1 e tα = min{T r(αxx) :
x ∈ A, x 6= 0} = 40. Portanto, a densidade de centro do reticulado σα(A) é dada por
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3 Reticulado E8 via álgebra dos quatérnios

Dado K um corpo de números de grau 2, A = (a, b)K uma álgebra dos quatérnios
definida positiva sobre K, A um ideal de uma ordem maximal M de A e α ∈ K um
elemento totalmente positivo. Podemos construir reticulados Λ = (A, α) de dimensão
8, cuja matriz de Gram G é uma forma bilinear simétrica B : A × A → Q dada por
G = B(xi, xj) = T rK(αT rd(xixj)), onde xi, xj são elementos da Z-base de A, T rK é o
traço de K sobre Q e T rd é o traço reduzido. Além disso, o determinante da matriz de
Gram é dado pela equação, [4],

det G = D4
KNK(α)NK(N (A))4N (D(M))2, (2)

onde DK é o discriminante de K sobre Q e D(M) o discriminante reduzido da ordem
maximal M. Como o reticulado E8 é unimodular, ou seja, det(E8) = 1, igualando a
Equação (2) a 1, obtemos uma relação entre os parâmetros envolvidos para se determinar
Λ = (A, α), de modo que seja uma versão rotacionada do reticulado E8.

Exemplo 3.1. Seja A = (−1,−1)Q(
√
2). Em [3] são apresentados uma ordem maximal

M para A = (−1,−1)Q(
√
2), caracterizada pela base β = {1, 1 + i√

2
,

1 + j√
2
,

1 + i+ j + k

2
}, e

α = 2+
√
2

4 um elemento de K totalmente positivo. Assim, tomando A =M caracterizada

pela base β, temos que reticulado Λ = (A, 2+
√
2

4 ) possui matriz de Gram com determinante

igual a 1 e o quadrado da norma das coordenadas é par, ou seja, o reticulado Λ = (A, 2+
√
2

4 )
é isomorfo ao reticulado E8.
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