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Abstract— This paper presents the identification and design of a angular positioning control system of the
Quanser flexible beam which is usually used to simulate structural vibrations that occur, for example, in aircraft.
The controller is designed based on the discrete model obtained from the identification of the system operating in
closed loop due to its unstable nature in open loop. Initially, a subspace identification method, known as DSR e
method, is applied and designed a LQG controller based on the model to satisfy the performance requirements.
Additionally, a PID controller is tuned using the multiple root locus and the golden rule is applied. The model
validation is performed based on: the predictions output, MRSE index calculated from the prediction error
and residual analysis. Experimental tests with the system and implementation of LQG control strategy were
performed in LabVIEW environment. The results indicate that the identified model is representative of the
system dynamics and were used successfully in the design of two controllers with validation on a dedicated
system for real-time control.

Keywords— angular positioning control system, closed loop identification, subspace method, model-based
control design.

Resumo— Este artigo apresenta a identificação e projeto de controle de um sistema de posicionamento angular
com haste flex́ıvel da QUANSER que é usualmente utilizado para simular as vibrações estruturais que ocorrem,
por exemplo, em aeronaves. O controlador projetado é baseado em modelo discreto obtido a partir da identificação
do sistema operando em malha fechada devido à sua natureza instável em malha aberta. Na primeira etapa do
trabalho é aplicado um método de identificação por subespaços, denominado DSR e, e em seguida, baseado no
modelo, é inserido um controlador LQG para satisfazer o desempenho requerido. Adicionalmente, um controlador
PID é sintonizado pela técnica do lugar geométrico das ráızes múltiplo (LGR múltiplo) aplicando a regra dourada.
A validação do modelo é efetuada com base: nas predições de sáıda, ı́ndice MRSE calculado a partir do erro de
predição e análise de reśıduos. Os testes experimentais com o sistema e implementação da estratégia de controle
LQG foram realizados em ambiente LabVIEW. Os resultados obtidos mostram que o modelo identificado é
representativo da dinâmica do sistema e foi utilizado com êxito no projeto dos controladores com validação em
um sistema dedicado para controle em tempo real.

Palavras-chave— sistema de posicionamento angular, identificação em malha fechada, método de subespaços,
projeto de controle baseado em modelo.

1 Introdução

O sistema de posicionamento angular com haste
flex́ıvel da QUANSER apresentado na Figura 1
simula os movimentos de vibração de estruturas
mecânicas, sendo a planta muito utilizado para
validar estratégias de controle de sistema dinâmi-
cos.

Figura 1: Sistema de haste flex́ıvel da QUANSER:
cabeçote, câmera e haste flex́ıvel.

O sistema mostrado na Figura 1 consiste em
um cabeçote (conhecido como hub) que rotaciona,
posicionando-se angularmente mediante a aplica-
ção de torque proveniente de um trem de engre-

nagens acionado por um motor DC. Em (Garcia
and Inman, 1991) são dados mais detalhes sobre
o sistema.

Uma descrição matemática para o sistema
é feita considerando a dinâmica da configura-
ção mecânica do cabeçote e da estrutura flex́ıvel
como movimento de corpo ŕıgido (Barbosa and
Góes, 2007). A Figura 2 apresenta as variáveis
de entrada (torque τ) e sáıda do sistema (ângulo
de rotação do cabeçote θ e ângulo de deflexão da
ponta da haste d).

Figura 2: Engrenagens, haste flex́ıvel, torque τ ,
deslocamento angular θ e ângulo de deflexão da
ponta da haste d.
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Em (Távora and Ataide, 2003) é apresentada
descrição matemática para obtenção do modelo do
sistema, cuja representação em espaço de estados
cont́ınuo é dada por
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em que Ks(Nm/rad) é a constante de rigidez elás-
tica equivalente, Km(V/(rad/s)) é a constante do
motor, Kg é a razão de engrenagens, Jl(Kgm

2)
é o momento de inércia da lâmpada, Jh(Kgm2)
é o momento de inércia do sensor de deflexão,
Jb(Kgm

2) é o momento de inércia da haste flex́ı-
vel, Rm(Ω) é a resistência de armadura do motor,
e lb(m) é o comprimento da haste flex́ıvel.

Os parâmetros do modelo em espaço de esta-
dos cont́ınuo, considerando as constantes forneci-
das no manual do fabricante e apresentadas em
(Távora and Ataide, 2003), são

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 1199, 20 −55, 4 0
0 −628, 5 24, 9 0


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0
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
C =

[
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]
cuja função de transferência do modelo é dada por

Gm(s) =
56, 6s2 − 15, 01s+ 8921

s(s3 + 55, 4s2 + 628, 5s+ 4959)
(2)

Neste trabalho, ao invés do uso do modelo fe-
nomenológico, Equações 1 e 2, para o projeto de
controle, considera-se a dinâmica do sistema des-
conhecida e a partir dos dados experimentais de
entrada e sáıda é obtido um modelo para o sis-
tema. O processo de identificação consiste em uti-
lizar dados experimentais de operação em malha
fechada, devido à natureza instável do sistema em
malha aberta.

O trabalho de (Barbosa and Góes, 2007) apre-
sentou a identificação do sistema apenas conside-
rando a dinâmica do servo motor. Em (Sendrescu
et al., 2008) é apresentada a identificação do sis-
tema em malha fechada usando um método SIM.

Neste trabalho será considerada a dinâmica da
haste flex́ıvel na identificação do sistema e apre-
sentado o projeto de um controlador LQG controle

baseado no modelo identificado em malha fechada
também usando um método SIM.

Ênfase é dada na minimização do primeiro
modo de flexão da haste. Contudo, em outras situ-
ações, cabe adotar um modelo mais representativo
da dinâmica do sistema no intuito de minimizar
também os modos de flexão, o que não é o escopo
deste trabalho.

Nesse sentido, as principais contribuições
deste artigo são:

• utilização do sistema de haste flex́ıvel da
QUANSER, visto que simula as vibrações de
estruturas mecânicas, como de aeronaves, o
que auxilia o estudo da dinâmica de voo de
sistemas;

• descrição do procedimento de identificação de
um sistema real operando em malha fechada;

• aplicação de um método de subespaços para
identificação de sistemas;

• projeto de um controlador digital baseado em
modelo preliminarmente identificado do sis-
tema QUANSER com viga flex́ıvel e imple-
mentação em LabVIEW da estratégia de con-
trole tipo LQG;

• apresentação de dois projetos de controle ba-
seado em modelo identificado com sistema
operando em malha fechada, principalmente
para o caso de plantas de posicionamento an-
gular com estruturas flex́ıveis.

• verificação de desempenho dos controladores
projetados no sentido de minimizar vibrações
de estruturas mecânicas.

2 Formulação do problema

O processo de identificação do sistema QUANSER
realizado neste trabalho consiste em utilizar dados
experimentais de operação em malha fechada, cuja
configuração é mostrada na Figura 3.

O algoritmo de identificação utilizado para
obtenção do modelo corresponde a técnicas de su-
bespaços que visam extrair as matrizes (parâme-
tros) de um modelo espaço de estados discreto
para o sistema a partir da projeção de dados ex-
perimentais.

Figura 3: Configuração de um sistema em malha
fechada.
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Para identificação são utilizados dados de
{rk,yk}, com dinâmica do controlador conhecida.
Então uma estimativa da dinâmica do sistema
pode ser obtida fazendo

G(s) =
Gmf (s)

C(s)[1−Gmf (s)]
(3)

Todos os ensaios realizados com o sistema
QUANSER foram feitos com operação em ambi-
ente LabVIEW, o que facilita bastante os experi-
mentos realizados, devido às ferramentas gráficas
associadas ao software. Neste trabalho o objetivo
não é descrever o funcionamento do ambiente (e
equipamentos) de realização dos experimentos.

3 Procedimento de identificação do
sistema em malha fechada

Em (Katayama, 2005) é apresentado o problema
de identificação por subespaços com discrimina-
ção das principais abordagens para caso de siste-
mas operando em malha fechada e descrição da
metodologia empregada pelos métodos SIM para
obtenção do modelo.

O algoritmo DSR e (combined deterministic
and stochastic system identification and realiza-
tion) aplicado neste trabalho para a modelagem
do sistema QUANSER é descrito em (Ruscio,
2008). O método utiliza conceitos de álgebra li-
near, como decomposições LQ e SVD para extrair
os estados e/ou matriz de observabilidade esten-
dida do sistema a partir de dados experimentais e
determinar a ordem e parâmetros do modelo.

Para a identificação do sistema, primeira-
mente um controlador proporcional foi inserido na
malha no intuito de estabilizar a dinâmica do sis-
tema. O diagrama de blocos em LabVIEW é mos-
trado na Figura 4.

Figura 4: Sistema em malha fechada com contro-
lador proporcional.

O sistema foi excitado durante 80s e os da-
dos foram coletados com taxa de 100Hz. Porém
devido a grande quantidade de medições optou-se
pela decimação. O novo peŕıodo de amostragem
é de 0, 02s. A Figura 5 apresenta o sinal utilizado
para identificação. É um sinal aleatório com pata-
mares constantes a cada 1, 5s, projetado baseado
no tempo de resposta do sistema.

Figura 5: Sinal de referência.

Para o sinal de excitação aplicado, tem-se na
Figura 6 a resposta do sistema.

Figura 6: Sinal de sáıda.

Os parâmetros de identificação dos métodos
de subespaços referentes à construção das matri-
zes bloco de Hankel dos dados experimentais pas-
sados e futuros, horizontes J e L, respectivamente,
foram adotados como J = 10 e L = 10. A Figura
7 apresenta a estimativa da ordem do modelo ba-
seada nos valores singulares, sendo adotada ordem
n = 4.

Figura 7: Estimativa da ordem do modelo baseada
nos valores singulares.

Os parâmetros estimados pelo método DSR e
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para o modelo discreto de quarta ordem são

A =


0, 5288 2, 0000 0 0
−0, 0731 0, 5288 −3, 4965 −0, 0983

0 0 1 −1, 8698
0 0 0 0, 7552



B =


0

0, 0008
0, 0159
0, 4586


C =

[
0, 0113 −0, 1357 −0, 6543 −0, 0184

]
sendo λ1,2 = 0, 5288 ± j0, 3823, λ3 = 0, 7552 e
λ4 = 1 os autovalores da matriz A e matriz D de
transmissão direta nula.

O ı́ndice MRSE (mean relative squared error),
vide (Chui and J.M., 2005), calculado para o mo-
delo identificado pelo DSR e é de 10, 63%, indi-
cando baixo erro de predição. A simulação do
modelo é mostrada na Figura 8, sendo a dinâmica
do sistema bem capturada.

(a)

(b)

Figura 8: Predições de sáıda: (a) (–) dados medi-
dos e (...) sáıda do modelo e (b) parte da Figura
8(a) ampliada.

Para a validação do modelo obtido, também é
realizada a análise de reśıduos, no intuito de veri-
ficar se o reśıduo gerado pelo modelo identificado

é rúıdo branco e os dados de entrada e o reśıduo
são não-correlacionados (Aguirre, 2007).

Na Figura 9 são apresentados os gráficos de
autocorrelação do reśıduo, rεε(τ), e correlação
cruzada do reśıduo com a entrada, ruε(τ), para
o modelo identificado pelo método DSR e.

(a)

(b)

Figura 9: Análise de reśıduos: (a) autocorrelação,
Rεε e (b) correlação cruzada, Ruε.

A observação da Figura 9(a) sugere que o re-
śıduo gerado pela identificação é branco, o que
indica que o modelo conseguiu capturar pratica-
mente toda a dinâmica contida nos dados. A cor-
relação cruzada (Figura 9(b)) apresenta valores
dentro do intervalo de confiança de 95% adotado.

4 Estratégia de controle LQG

A Figura 10 mostra a configuração da estratégia
de controle LQG implementada neste trabalho,
cuja formulação do problema é baseada na mini-
mização de uma função custo quadrática do tipo

J0,N (U0,N ) = E

[
N−1∑
k=0

∥∥∥Qkxk + Rkuk + xTQx(N)
∥∥∥]
(4)

na qual Qk ≥ 0 e Rk > 0 são as matrizes de
ponderação dos estados e do controle, respectiva-
mente, e o problema LQG consiste em determinar
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o ganho Mk da lei de controle (Hemerly, 2000)

uk = uref,k −Mk(xref,k − x̂k) (5)

Devido aos estados em algumas aplicações não
serem medidos ou as variáveis de estados serem
muito ruidosas, utiliza-se estimadores de estado.
Os estados estimados x̂k pelo filtro de Kalman são
utilizados na equação 5 e a determinação das ma-
trizes de ponderação é feita por meio de tentati-
vas, tal que atenda aos requisitos de desempenho
desejados para o processo.

Figura 10: Esquema de um sistema em malha fe-
chada.

O bloco Controlador LQG se refere à lei de
controle dada pela equação 5, o ganho Mk é calcu-
lado conforme descrito em (Hemerly, 2000), sendo
dependente apenas das matrizes da dinâmica do
sistema e das matrizes de ponderação, e o bloco
FK é o estimador de estados que tem como en-
tradas os sinais de controle e sáıda da planta. O
estado estimado pelo filtro é utilizado para reali-
mentar o sistema.

5 Implementação de controladores e
Resultados

Nesta seção é descrita a implementação em tempo
real do controlador LQG e também o projeto de
um controlador PID baseado no modelo identifi-
cado usando a abordagem do lugar geométrico das
ráızes múltiplo (LGR múltiplo).

A Figura 11 apresenta o controlador LQG im-
plementado em ambiente LabVIEW com base no
modelo identificado em malha fechada, apresen-
tado na Seção 3.

Figura 11: Diagrama de blocos em LabVIEW do
sistema em malha fechada com controlador LQG.

O filtro de Kalman foi sintonizado usando va-
riância σ2 = 0, 06 para o rúıdo de medição, es-
timada com base no sinal de sáıda do sistema, e
desconsiderando a presença de rúıdo de processo.

Conclui-se pela Figura 12 que o controlador
projetado fornece desempenho satisfatório para o
sistema. A sáıda atinge o valor de referência sem
sobressinal e com tempo de subida considerado
favorável, baseado na dinâmica do sistema.

Figura 12: Resposta do sistema com controlador
LQG.

Por sua vez, o projeto do controlador PID
usando o LQG múltiplo consiste na análise de um
conjunto de LQG’s calculados com parâmetros de
interesse. Para o projeto do PID considera-se a
função de transferência do modelo, com algumas
simplificações sendo

Gm(s) =
2230, 75(s2 + 3, 607s+ 386, 6)

s(s+ 14, 04)(s2 + 42, 69s+ 1435)
(6)

Assim, considera-se a planta identificada
como sendo uma função de transferência com 2
zeros e 4 polos, com parâmetros an e bn defini-
dos conforme Equação 6, que pode ser escrita de
maneira genérica como

Gplanta(s) =

∑2
n=0 ans

n∑4
n=0 bns

n
(7)
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A aplicação do LGR múltiplo leva ao LGR
base

1 + kpGplanta(s) = 0 (8)

A Figura 13 mostra o LGR base, com kp ∈
[0,∞), juntamente com o primeiro LGR múltiplo
que é obtido com kp = k̄p, ki ∈ [0,∞) e kd = 0.

A equação caracteŕıstica para o parâmetro
ki ∈ [0,∞) é

1 + ki

∑2
n=0 ans

n

s(
4∑

n=0
bnsn + k̄p

2∑
n=0

ansn)

= 0 (9)

Figura 13: LGR base e primeiro LGR múltiplo
(kp = k̄p, ki ∈ [0,∞) e kd = 0).

E a equação caracteŕıstica para o parâmetro
kd ∈ [0,∞)

1 + kd

s2
2∑

n=0

ans
n

s(k̄p
2∑

n=0

ansn +
4∑

n=0

bnsn) + k̄i
2∑

n=0

ansn)

= 0 (10)

A escolha do parâmetro kp é realizada para
posicionar os polos de malha fechada no semiplano
esquerdo de Laplace.

A escolha de kp = 0, 2 define o parâmetro
constante para o cálculo dos polos de malha fe-
chada considerando agora o parâmetro do integra-
dor. A Figura 14 mostra os polos para ki = 0, 3.

Assim, o controlador projetado com base nos
parâmetros kp = 0, 2, k2 = 0, 3 e kd = 0, 01 foi
utilizado para simulação em malha fechada do sis-
tema de posicionamento angular da QUANSER,
em que a Figura 15 apresenta a resposta ao de-
grau.

(a)

(b)

Figura 14: LGR múltiplo: (a) parâmetro do in-
tegrador, kp = k̄p = 0, 2, ki = 0 : 0, 1 : 0, 5 e
kd ∈ [0,∞) e (b) parâmetro do integrador e polos
de malha fechada obtios para kp = 0, 2, ki = 0, 3
e kd = 0, 01.

Figura 15: Resposta a degrau do sistema com con-
trolador PID.

6 Conclusões

Este trabalho apresentou o projeto de controle de
um sistema de posicionamento angular com haste
flex́ıvel da QUANSER baseado em modelo identi-
ficado com o sistema operando em malha fechada.
A planta utilizada consiste de um motor de torque
e uma viga flex́ıvel que deve ser operada em ma-
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lha fechada para fins de posicionamento angular
e assim, a abordagem da identificação em malha
fechada para este caso é de especial interesse. Um
método de subespaços foi utilizado para a iden-
tificação e o modelo obtido é representativo da
dinâmica do sistema. A implementação em Lab-
VIEW do controlador LQG projetado utilizando o
modelo identificado em malha fechada foi apresen-
tada e os resultados foram discutidos. Desse modo
o presente trabalho permite a discussão de proje-
tos de controladores para plantas com dinâmica
semelhante como é o caso de foguetes de combus-
t́ıvel ĺıquido onde há efeitos de sloshing (chaqua-
lhamento), pois os efeitos e as equações do movi-
mento de uma estrutura flex́ıvel são semelhantes
aos do movimento de um ĺıquido confinado em um
tanque.
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lise do comportamento do controle de atitude
considerando esforços externos.
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