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1 Introdução

A equação de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) é uma equação diferencial parcial fun-
damental para a teoria de controle ótimo. A solução da equação HJB é a “função valor”(ou
“função de custo ótimo”), a qual dá o custo mı́nimo para um sistema dinâmico dado, com
uma função de custo associada. A equação é um resultado da teoria de programação
dinâmica, em que Richard Bellman foi pioneiro na década de 1950.

Estudamos Problemas de Controle Ótimo Minimax; em que tanto a função de custo
como a dinâmica dependem de um parâmetro desconhecido que pertence a um conjunto A
e a otimização é tomada no pior caso. A prova baseia-se em fornecer primeiro os resultados
para o caso em que o conjunto A é finito e então provar que o problema de controle geral
cujo conjunto A é um espaço métrico compacto pode ser aproximado por problemas com
conjuntos finitos Ai. Em seguida, com uma análise de convergência os resultados são
fornecidos para o problema geral. Neste trabalho, apresentaremos os resultados para o
caso em que o conjunto de parâmetros A é finito.

2 Problema de Controle Ótimo Minimax

Fixemos um espaço métrico compacto (A, ρA(·, ·)). Tome funções f : [S, T ] × Rn ×
Rm × A → Rn e g : Rn × A → R, um vector x0 ∈ Rn, um conjunto dependente de t,
Ω(t) ⊂ Rm, S ≤ t ≤ T .

O problema é o seguinte:

(P )


Minimizar maxα∈A g(x(T ;α), α)
s.a. funções mensuráveis u : [S, T ] → Rm tal que u(t) ∈ Ω(t) q.t.p. t ∈ [S, T ]
e arcos {x(.;α) : [S, T ] → Rn/α ∈ A} tal que, para cada α ∈ A
ẋ(t;α) = f(t, x(t, α), u(t), α), q.t.p. t ∈ [S, T ]
x(S, α) = x0.
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Um processo fact́ıvel (u, {x(.;α)/α ∈ A}) é dito um minimizador quando

max
α∈A

g(x(T ;α), α) ≥ max
α∈A

g(x̄(T ;α), α)

para todo processo fact́ıvel (u, {x(.;α)/α ∈ A}).

Proposição 2.1. Seja (u, {x(.;α)/α ∈ A}) um mı́nimo para o problema de controle ótimo
minimax geral (P ). Assuma que A é finito e

H1) A função f(·, x, ·, α) é L×Bm mensurável para cada (x, a) ∈ Rn ×A. (L denota os
subconjuntos de Lebesgue de [0, 1] e Bm denota a subconjuntos de Borel de Rm).

H2) Existem Cf > 0, uma função Borel mensurável kf : [S, T ] × Rm → R tal que
t → kf (t, u(t)) é integrável e, para cada α ∈ A, e para todo x, x′ ∈ Rn, u ∈ Ω(t),
q.t.p. t ∈ [S, T ], tem-se

|f(t, x, u, α)− f(t, x′, u, α)| ≤ kf (t, u)|x− x′| e |f(t, x, u, α)| ≤ Cf

H3) A função g(·, α) é Lipschitz para todo α ∈ A.

Então existe uma famı́lia de funções Lipschitz {ϕ(·, ·, α) : [S, T ] × Rn → R/α ∈ A} para
{x̄(·;α)/α ∈ A} e uma medida de probabilidade λ tal que suppλ ⊂ {maxα′∈A g(x, α′) =
g(z, α)} e φ(t, z) = maxα∈ ϕ(t, z, α) satisfaz,

φ(T, z) = max
α∈A

g(z, α) φ(S, x0) = max
α∈A

g(x̄(T, α), α)

e para todo (ξ, η) ∈ ∂Lφ(t, z) existem (ξα, ηα) ∈ ∂Lϕ(t, z, α) tais que ξ =
∫
ξαdλ(α),

η =
∫
ηαdλ(α) e ∫

A
(ξα + h(t, z, ηα, u, α))dλ(α) = 0.

3 Conclusões

A novidade deste trabalho com relação a [2] é o enfoque em programação dinâmica na
obtenção das condições necessárias a otimalidade.
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