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1 Introducao

Em trabalho apresentado no CNMAC2016, provamos que o algoritmo AINV [1] (Ap-
proximate INVerse), com adaptagoes minimas, pode ser utilizado para calcular a inversa
de uma matriz simétrica e positivo definida (SPD) em bloco. Dentre as vantagens de usar
matrizes em bloco destacam-se a ampliagdo do AINV para uma classe maior de matrizes,
a estabilidade e o ganho de performance pelo melhor gerenciamento das memérias rapidas
do computador.

Para A, uma matriz SPD, o AINV pode ser descrito, em notagao inspirada em Python
e no TEX, pelo Algoritmo 1.

Algoritmo 1 AINV

z=1
for i in range(k):
p-i = (a_i)°T z_i
for j in range(i+1,k):
v i {@@-1)} = (a_i)°T z_j {(i-1)}# indice superior representa a iteracdo
for j in range (i+1,k):
z_j"{D)}= z_j~{GE-D}-=z_i{GE-D} (p_)"(-Dv_j{GE-1}
D = Diag(p_1, p_2,...,p_k)

Onde aiT representa a i-ésima linha de A e “Diag” constréi uma matriz diagonal a partir
dos elementos p;. Esse algoritmo calcula a inversa exata de A. O objetivo principal é
conseguir uma aproximacao suficientemente boa e barata da inversa de A que possa ser
usada de forma multiplicativa como um precondicionador, por exemplo, de um método
iterativo de Krylov. Nessa contribuicao, apresentamos uma demonstracao geométrica da
construcao do AINV em bloco, que também vale para matrizes escalares. Nessa proposta,
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devido a limitagao de espaco, apresentaremos apenas uma parte da demonstracao, relativa
a construgao de uma matriz bloco diagonal como resultado do Algoritmo 1. O restante da
demonstragao, com a formacao de pivos aproximados, p;, nao-singulares, sera apresentada
no Congresso.

2 AINYV para matrizes em bloco

Um vetor-bloco é uma matriz v = (1)[1] v - v[k])T, n X m, com n divisivel por
m, onde cada v, € R™*™ para s = 1,...,k. Diremos que dois vetores-bloco, u e v,
sdo ortogonais se viu = 0 € R™ ™. Usando essas definicoes, o Algoritmo 1 pode ser
alterado para matrizes em bloco, bastando substituir os vetores por vetores-bloco. Para
o algoritmo na versao em blocos, apresentamos dois resultados, supondo que o pivos, p;,

nao sao singulares.

Teorema 2.1. Sejam z;) e af;) as j-ésimas colunas-bloco (vetores-bloco), respectivamente,
das matrizes em bloco Z e A, formadas ao fim do Algoritmo 1, em sua versdo em bloco.
Entao, Z[Y;]a[i] =0, 1<7.

Demonstragao. Para nao sobrecarregar a notagao, nao utilizaremos os indices superiores
relativos as iteracoes. Fazendo inducao em i. Primeiro, provamos que z[j;]a[l] =0,7 > 2.
De fato,

T _ T T -1.T _
apy ;) = apy (25 = 2y (apy2p) ~ ap ) = 0.

Suponha que z[q;]a[n] =0 para n <1t < j. Entao, na i-ésima iteracao
T T T -1.T
a2 = ap (251 = 2 (@ 2@) ~ agzg1) = 0.
O

Teorema 2.2. Dada uma matriz A SPD, o AINV por blocos produz uma matriz triangular
superior por blocos Z e wma matriz diagonal por blocos D tal que ZTAZ = D.

Demonstragao. Devido ao Teorema 2.1, temos que o produto matricial AZ é triangular
inferior por blocos. Como Z é triangular superior por blocos, Z7 é triangular inferior por
blocos. Portanto, Z7 AZ é triangular inferior por blocos.

Agora, como AZ é triangular inferior por blocos e A é matriz simétrica, (AZ)7 =
ZT A é triangular superior por blocos. Portanto, ZT AZ é triangular superior por blocos,
provando que, na realidade, trata-se de uma matriz diagonal por blocos. O

A discussao acima prova que, se o AINV vai até o final, caso ndo haja nenhum pivo,
pi, singular, entdo ZT AZ = D é uma matriz diagonal por blocos. Faltando demonstrar, e
que sera objeto do poster no Congresso, que os pivos realmente nao sao singulares.
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