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1 Introdução

Em [1], os autores apresentaram a famı́lia de equações diferenciais parciais

mt + umx + buxm, b 6= 0, (1)

no qual u = u(x, t) e m = u−uxx, conhecida hoje como b-equation. Tal equação apresenta
soluções fracas especiais do tipo peakon para todos os valores de b, porém perdem a
existência de kinks fracos da forma

u = A sign (x− ct)(e−|x−ct| − 1), A 6= 0. (2)

Em [3], os autores mostraram que a ausência de tais kinks fracos está relacionada à res-
trição b 6= 0 em (1). Em outras palavras, a equação mt + umx = 0, que corresponde ao
caso b = 0 em (1), admite (2) como solução e, mais do que isso, admite sobreposição de
kinks da forma

u =
N∑
i=1

ci sign (x− pi(t))(e
−|x−pi(t)| − 1), (3)

no qual as funções pi, i = 1, . . . , N , satisfazem um sistema dinâmico, veja [3].
Neste trabalho,consideramos a generalização mt + ubmx = 0, b ∈ N e mostramos que

tal equação admite soluções do tipo peakons e kink para todos os valores de b.

2 Resultados preliminares

Consideremos o problema de valor inicial

(1−D2
x)ut + ub(1−D2

x)ux = 0, b ∈ N, m = u− uxx, t > 0, x ∈ R
u(x, 0) =: u0(x), x ∈ R, (4)

u,m→ 0 quando |x| → 0.
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Dado T > 0, seja D([0, T ) × R) o conjunto de funções infinitamente diferenciáveis de
suporte compacto. Uma função ϕ ∈ D([0, T ) × R) é chamada de função teste. Por fim,

lembremos que u = (1−D2
x)−1m = p ∗m, no qual p(x) =

1

2
e−|x| e ∗ denota a convolução,

veja [2].

Definição 1. Dado um valor inicial u0 ∈W 1,b+1(R), a função u ∈ L∞loc([0, T ),W 1,b+1
loc (R))

é dita ser uma solução fraca do problema de valor inicial (4) se a condição∫ T

0

∫
R

[
uϕt +

ub+1

b + 1
ϕx + p ∗

(
3b

2
ub−1u2x

)
ϕx + p ∗

(
b(b− 1)

2
ub−2u3x

)
ϕ

]
dtdx

−
∫
R
u0(x)ϕ(x, 0)dx = 0

é satisfeita para toda função teste ϕ ∈ D([0, T )× R). Se u é uma solução fraca para todo
T > 0, então ela é chamada de solução fraca global.

Como resultados preliminares, temos o seguinte teorema:

Teorema 1. Para toda velocidade de onda c > 0

1. a função u(x, t) = c1/be−|x−ct| é solução peakon global da equação (4);

2. a onda estacionária u(x, t) = A sign (x− c)(e−|x−c|− 1), na qual A é uma constante
arbitrária, é uma solução kink global da equação (4).

Pretendemos agora estudar a existência de soluções N -kink dados como em (3) e de
N -peakon da forma

u =
N∑
i=1

pi(t)e
−|x−qi(t)|

na tentativa de obter soluções 2-kink e 2-peakon expĺıcitas mais gerais posśıveis. Os casos
N > 2 geralmente são resolvidos apenas numericamente e não estão no escopo do nosso
trabalho.
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