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1 Introducao
Estamos interessados em encontrar pontos criticos de funcionais do tipo
Io(u) = To(u) + eG(u), (1)

onde Iy, G € C?(H,R), Iy desempenha o papel do funcional nio perturbado e I, uma
perturbacao de Ip. H é um espago de Hilbert munido da norma || . ||.

2 Pontos criticos para uma classe de funcionais perturbados

Para discutir a existéncia de pontos criticos de funcionais do tipo (1) vamos supor
que exista uma variedade Zy de classe C?, k—dimensional, tal que todo z € Zy é um
ponto critico de Iy. Dessa maneira Zy é uma variedade critica de Iy. Além disso, suponha
conhecido o nicleo do operador I)/(z) para todo z € Zp, o qual é dado por

Ker(Ij(z)) = span{e; |1 <i <d}, Vz€ Z,
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Como a inclusao T.Zy C Ker(I(/(z)) sempre se verifica, entdo k < d. Se k = d a
teoria classica em [1] se aplica. Vamos trabalhar no caso onde k < d. Neste caso, quando
T.Zy & Ker(I}/(z)) dizemos que a variedade critica Z, é degenerada.

onde e; := , para todo 1 <4 < k e z¢ denota uma parametrizacao de Zp, § € RF.

d
Considere z¢ . = 2¢ + € Z ~;e; parametrizacao de ZE tal que v € R4 ¢ ¢; é cons-
i=k+1
tante em relacdo a £ paratodot=k+1,--- ,d.

Note que Z. satisfaz as seguintes propriedades:

Z0G Ze, YeeR e T.Z.= Ker(I(z)), Vz€ Z (2)
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Denotando W€ = (TZZE)J-, vamos procurar pontos criticos de I, da forma u = z + w
ondezezewewe.

Se P : H — W* denota a projegao ortogonal em W€ entdo a equagio I/(z +w) = 0
equivale ao sistema

{ PIl(z+w) =0 equacgao auxiliar (3)
(Id — P)I/(z4+w) =0 equagao de bifurcagao

Logo, achar pontos criticos de I. equivale a encontrar solucoes de (3). Para resolver
primeiramente a equacao auxiliar é preciso supor que I/ (z) seja uma aplicacao de Fredholm
de indice 0, isto é, dim Ker(I[/(z)) < oo, Im(I}/(z)) é fechada e tem codimensao finita e
o indice de I{(z) é dado por dim Ker(Ij(z)) — codim Im(I{/(z)) = 0. Mais precisamente,
temos o seguinte:

Lema 2.1. Suponha (2) e que I[/(z) seja uma aplicagao de Fredholm de indice 0. Dado
qualquer subconjunto compacto Zy. de Zy, ewiste Ze,c - Ze compacto tal que Zy. C
int(Ze.) e eo > 0 com a sequinte propriedade: ¥|e| < €g e ¥z € Ze . a equacio auziliar em
(3) tem uma unica solug¢do w = we(§ + ) = we(2), tal que

(i) we(z) € W€ = (T.Z)* ¢ de classe C com respeito a z € Ze. e we(z) — 0 quando
le] — 0 uniformemente com respeito a z € Z., junto com sua derivada w. com
respeito a z;

(ii) [Jwe(2)|| = O(e) quando € — 0, para todo z € Ze..
Para resolver a equagao de bifurcagao em (3) vamos considerar o funcional reduzido
O, : Z. — R dado por @c(2¢~.c) = Ie(ze,y,c + we(2)).

Theorem 2.1. Sejam Iy,G € C*(H,R), suponha (2) e que I{/(z) seja uma aplicagdo de
Fredholm de indice 0. Dado qualquer subconjunto compacto Zy . de Zy, considere ZE,C dado
pelo Lema anterior e suponha que ®. tenha, para |€| suficientemente pequeno, um ponto
critico ze € ZE,C. Entao, ue = ze + we(ze) € um ponto critico de I = Iy + €G.

Para obter o resultado foi estudada e adaptada uma das varias tecnicas de perturbacao
apresentadas em [1]. O método que adaptamos foi introduzido pela primeira vez por
Ambrosetti e Badiale em [2, 3]
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