DOI: 10.5540/03.2013.001.01.0200

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 1, N. 1, 2013.

CONTROLE DE SISTEMAS QUANTICOS

LUc1o FASSARELLA*

* Departamento de Matemdtica Aplicada - CEUNES/UFES
Rodovia BR 101 Norte, Km. 60, Bairro Litoraneo, CEP 29932-540
Sao Mateus, ES, Brasil

Email: lucio.fassarella®ufes.br

Abstract— Formulation of the Pontryagin Maximum Principle to solve problems of optimal control of the
Mayer type in Markovian quantum systems, with a review of relevant topics.
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Resumo— Formulagao do Principio do Maximo de Pontryagin para resolver problemas de controle étimo do
tipo Mayer em sistemas quanticos Markovianos, com revisao dos tépicos pertinentes.
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1 Introdugao

O controle de sistemas quanticos (ou controle
quantico) consiste na manipulagio desses sistemas
visando determinar ou delimitar deliberadamente
seu comportamento. Tipicamente, controlar um
sistema significa conduzir o sistema para um
estado final prestabelecido ou constranger sua
evolugao temporal a fim de preservar, maximizar
ou minimizar alguma quantidade.

A teoria do controle quantico é uma area da
fisica em franco desenvolvimento, embora venha
sendo sistematicamente estudada desde a dé-
cada de 1970 (Butkovskii, 1979) (Huang, 1983)
(Belavkin, 1983) (Dahleh, 1987). As perspectivas
atuais de avancos sao amplas, tanto no aspecto
tedrico quanto nas técnicas experimentais e poten-
ciais aplicagoes tecnoldgicas, principalmente rela-
cionadas ao processamento de informagao quan-
tica (Bennett, 1995) (Ramakrishna, 1996):

“The development of general principles
of quantum control theory is an essential
task for a future quantum technology.”
(Dowling, 2003).

“The potential advantage offered by
quantum information processing has
given to quantum control a new perspec-
tive, and a new set of tasks: the ability
of employing quantum systems to store,
manipulate and retrieve information re-
quires an unprecedented degree of con-
trol, and further motivates the develop-
ment of control schemes specifically tai-
lored to the quantum mechanical set-
ting.”

(Altafini, 2007).

“The integration of quantum physics and
engineering methodologies has become
one of the most interesting and poten-
tially transformative programs relating
to emergent technologies.” “To some ex-
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tent this an ongoing program [on quan-
tum control] is still speculative as the
current state of physical quantum con-
trol is strikingly dissimilar to its clas-
sical counterpart: one major anomaly
is the fact that modern classical con-
trol deals almost exclusively with feed-
back system, whereas this features in
only a relatively small fraction of the-
oretical work on quantum control, and
even rarer in experiment. However, we
would argue that this is only a tempo-
rary situation, and that the future de-
velopment of the field will see the pow-
erful insights of classical control theory
emerging again in the quantum setting.”
(Belavkin, 2013).

Neste artigo, consideramos o problema de
controle é6timo do tipo Mayer em sistemas quanti-
cos Markovianos. Esse tipo de sistema serve para
modelar a memoria de um computador quantico
realistico, cuja interagao com o ambiente reduz a
fidelidade do registro e da transmissao de infor-
magcao devido a processos tais como impurificacao
e descoeréncia. Nesse caso, é natural tentar con-
trolar o sistema visando suprimir ou reduzir os
efeitos deletérios de tais processos.

O problema se enquadra na categoria dos
problemas de controle dtimo de sistemas quanti-
cos. Para resolver tais problemas, apresentamos
uma formulagao adequada do Principio do Mdx-
imo de Pontryagin, obtida naturalmente da for-
mulagao classica a partir da escolha de uma base
de operadores conveniente para descrever os esta-
dos e a dinamica do sistema quantico.

O artigo tem a seguinte estrutura: na Se¢ao
2 apresentamos descricao dos sistemas quanticos
Markovianos; na Se¢do 3 formulamos o problema
de controle 6timo e enunciamos o Principio do
Maximo de Pontryagin, dando um esboco da sua
demonstracao; a Secdo 4 finaliza a discussao regis-
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trando algumas observagoes pertinentes. Devido
a limitacao no tamanho desta comunica¢ao, nao
abordamos exemplos.

2 Sistemas Quanticos Markovianos

Descrevemos um sistema quantico Q em termos
de observdveis e estados concretamente realizados
num espago de Hilbert H (Araki, 1999, Chapter
1) , o qual vamos supor ter dimensédo finita N =
dimH.

» A familia de observaveis A é constituida
pelos operadores auto-adjuntos em H — denotados
aqui por letras latinas maiisculas (A, B, ...);

» A familia de estados S ¢é constituida pe-
los operadores-estatisticos em H,i.e., operadores
auto-adjuntos traciais com trago unitario — deno-
tados aqui por letras gregas minusculas (p, o, ...);

» O valor esperado de um observivel A
quando o sistemas estd num estado p é dado pelo
trago T'r (pA);

» A evolucao temporal do sistema é de-
scrita (na representacao de Schridinger) por uma
familia de aplicacoes, chamadas de operadores de
evolugdo:*

togtlthMU(tQ,tl):SHS

Assim, se no intante ¢; > 0 o estado do sistema, for
p1, entao no instante to > t; o estado do sistema
serd po = U (t2,t1) p1. Para cada p; € S, defini-
mos o estado dependente do tempo com condigao
inicial p; em t; > ¢y por

p(m):=U{t1+T7,t1)po

Naturalmente, os operadores de evolucao devem
satisfazer a seguinte condigao algébrica:

U (ts, ta)U (ta,t1) =U (ta,t1) , Vg <t1 <tg <3

» Dizemos que a evolugao temporal do sis-
tema é Markoviana quando os operadores de
evolugao dependem apenas do intervalo entre os
instantes inicial e final, i.e., U (¢t + 7,t) depende
apenas de 7 > 0 e nao de t > t(; nesse caso, defin-
imos o semigrupo dindmico quantico:

0<T7~U(T) :=U(to+ T7,t0)
o qual possui a seguinte propriedade
u(TQ)u(Tl):u(TZ+TI) 9 TlvTZZO

» Tecnicamente, exigimos que os operadores
de evolucao se extendam a operadores lineares so-
bre o espago L (H) dos operadores lineares em H.
Nesse caso, sob certas hipoteses de regularidade,

LAqui, tp designa o instante a partir do qual o sistema

0 semigrupo quantico possui um gerador infinites-
imal L chamado superoperador? Liouvilliano,

U(t)=exp(rL) , 7>0

e os estados dependentes do tempo satisfazem
a equagao mestre quantica (quantum Markovian
master equation) (Alicki, 2007, p.7) (Breuer,
2003, p.119),

o) =Lo(r) (1)

» Podemos exprimir o Liouvilliano em ter-
mos de uma base conveniente de operadores
de L(H) — a qual serd ttil na formulacao
do Principio do Méximo de Pontryagin. Com
efeito, considere uma familia de operadores
{00,01,....,0n2_1} C L(H) com as seguintes car-
acterfsticas (Bertlmann, 2008):3

— 1
=N )
Tr{ofo;} =0;; Vi,j=0,1,..,N?—1

Entao, existem um operador auto-adjunto H em
2

‘H e uma matriz hermitiana positiva (aij)ivj;l tais

que (Breuer, 2003, pp.119-121)
Lp=—i[H,p]+
N2-1 % %
+ =1 @ij {aipaj -1 (J}‘aip + pajoi)}
(3)

Nesse caso, H é denominado Hamiltoniano do
sistema e definimos o superoperador dissipador
(Breuer, 2003, pp.123) por

N2%-1
* 1 * *
D(p) := Z a;j {aipaj ~3 (ajaip—i— pajai)}
ij=1
(4)

Lp=—i[H,p|+D(p) (5)

Recorrendo ao Teorema de Stone, podemos de-
duzir que: o operador dissipador é nulo se, e
somente se, a evolucao temporal do sistema €
unitdria,

Assim,

D=0 < U(T)p=eHTpcTpec S

Assim, concluimos que H descreve a dinamica do
sistema fechado (aquela que o sistema tem caso
esteja isolado ou sob agao exclusiva de campos
classicos, sem interagir com outros sistemas quan-
ticos), enquanto o superoperador dissipador D de-
screve a interagao do sistema com demais elemen-
tos do seu ambiente (incorporando todos os pro-
cessos dissipativos).

20 termo superoperador é aplicado para destacar o fato
de que L é um operador linear definido num espago de
operadores lineares.

3] denota o operador identidade e as condicdes impostas

evolui apds ter sido preparado, considerando todas as suas a base de operadores implicam que Tr{o;} = 0, Vj =
interacoes. 1,..,N2 —1.
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3 Controle Quantico Otimo

O controle em malha aberta de um sistema quan-
tico é definido pela acao de potenciais classicos
que modificam a dindmica, equagdo (1). Como a
acao de potenciais cléssicos é descrita por oper-
adores auto-adjuntos, vamos considerar o caso em
que o Liouvilliano do sistema quatico controlado
é dependente do tempo e tem a seguinte forma

Lip = —i[H,p] +D(p) —i[K(t),p]  (6)

onde K (t) denota uma familia uniparamétrica
de operadores auto-adjuntos. Para simplificar
a descrigcao do controle, vamos usar uma base
{00,01,...,0n2_1} de L (H) cujos operadores sat-
isfazem as condigbes (2) e sdo também auto-
adjuntos (Bertlmann, 2008), i.e.,

oy =05 ,V¥j=0,1,...,N°—1 (7)

Assim, podemos exprimir o potencial de cont-
role em termos de fungoes reais dependentes do
tempo uy (t),...,unz_1 (t), chamadas aqui funcgées
de controle:

NZ-1

K(t)= Y u(t)o (®)

Jj=1

Usualmente, temos que assumir restrigoes no
potencial de controle K (t). Isso equivale a re-
stricoes nas funcoes de controle e aqui vamos con-
siderar que o conjunto ordenado das fungoes de
controle assume valores num espaco de controle

UQRNQ’l:
w(t) = (uy (t),...,un2_1(t)) €U , ¥Vt >0 (9)

Com tais consideragoes, a dinamica do sis-
tema quantico Markoviano controlado é definida
por uma equagao diferencial ordinédria de primeira
ordem (1) com Liouvilliano dependente implicita-
mente do tempo:

Lp=L(pu(t) |
.  NZ-1
= 1 [?JJ] - Zz:jzl Uj (t) [O'jvp] +
N2_—
+ Zi,j:f aij {oipos — 5 (o5oip+ poioi) }
(10)
Fixados uma fungao de controle u (¢) e um es-
tado inicial py € S, denotamos por p,, (t) a solucao
da equagao dinamica do sistema controlado com
condigao inicial py,

{jtpu(t)Lpu(t) v pu(0)=po  (11)

Agora, sejam ¢ : S x U x [0,00) — R e
F: 8 xUx|[0,00) — R fungbes continuas lim-
itadas inferiormente, descrevendo quantidades de
interesse. Dados 7 > 0 e v > 0, considere o fun-
cional custo definido sobre asfungoes de controle
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w(t) = (ur (8) oy une_1 (£)):
J{u@®)} = ¢(pu(r),u(r),7)+ (12)

+7 Jo F (pu (), u(t) 1) dt

Finalmente, definimos (seguindo (D’Alessandro,
2008, p.158)):

e O problema de controle dtimo em malha
aberta do sistema quantico Markoviano con-
siste em, para dado estado inicial py € S, de-
terminar o conjunto das fungoes de controle
a(t) = (1 (t),...,an2_1(t)) : [0,7] = U que
minimiza o funcional custo J, i.e.,

J{a)}y <J{u@®)} ,Vut)eU (13)

Com adaptagbes naturais, também podemos
definir o problema de mazimizagdo.

Classificamos os problemas de controle 6timo
em trés tipos, dependendo da forma do funcional
J:

- Problema de Mayer: F = 0;

- Problema de Lagrange: ¢ = 0;

- Problema de Bolza: ¢ Z0e F # 0.

No problema de Mayer, o controle visa con-
duzir o sistema do estado inicial py aos estados
que minimizam o funcional ¢ no conjunto dos
estados que podem ser alcangados no tempo de
evolucao 7. No problema de Lagrange, o controle
visa obter o estado que minimiza a quantidade
fisica definida pela integral de caminho do fun-
cional F'. O problema de Bolza combina ponder-
adamente os objetivos de atingir um estado final e
otimizar alguma quantidade (e.g., quando se pre-
tende conduzir um sistema quantico ao seu estado
fundamental dispendendo no processo a menor en-
ergia possivel); nesse caso, a solugdo do problema
de Bolza geralmente nao coincide com a solugao
dos problemas de Mayer e Lagrange correlatos,
senao estabelece um “compromisso” entre ambas,
dependente do parametro v: diminuir v significa
priorizar a minimizacao do funcional ¢ em detri-
mento do funcional definido por F'. (Nao obstante
essas diferencas, os problemas dos tipos Mayer,
Lagrange e Bolza sao equivalentes no sentido de
que qualquer um pode ser reformulado nos termos
de qualquer dos outros dois (D’Alessandro, 2008,
pp.159-160).)

Sumariando, a equagao dindmica (11) deter-
mina como o sistema evolui sob agao do controle,
enquando o funcional custo (12) especifica o obje-
tivo do controle.

3.1 Principio do Mdximo de Pontryagin

O Principio do Mdzimo de Pontryagin (PMP)
transforma um problema de otimizagao em dimen-
sao infinita (a dimensao do espago de fungoes de
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controle) num problema de otimizagdo em dimen-
sao finita (a dimensdo do espaco dos pardmetros
de controle U).

Nos restringimos a enunciar o principio na
forma de teorema no caso do problema de Mayer
com estado final livre e apresentamos uma demon-
stracao omitindo detalhes técnicos. A esséncia da
demonstragao é uma idéia andloga a usada na de-
dugao das equagoes de Euler-Lagrange a partir
do Principio de Hamilton: consideramos variagoes
locais em torno de um suposto ponto de minimo
do funcional J e deduzimos as propriedades de U
que seqguem da condicao de que ele € minimo local
desse funcional . FEssa demonstragao tem como
“truque” a introdugao do coestado.

Preliminares notacionais

Introduzimos uma notagao conveniente para
enunciar o teorema e explicitar o significado das
derivadas e operagoes que nele ocorrem.

Comecamos identificando os operadores em H
com suas coordenadas na base de operadores auto-
adjuntos {09,071, ...,0n2_1} de L (H):

Z o

peLMH)~p=p(C,-ln)=

2
Assim, para uma aplicaggo L = (Lj);vzgl

L(H) x U — L(H), um funcional ¢ : L (H) — R,
operadores p, p’ € L (H) e pontos u,u’ € U, defin-
imos:

oL
8pp

oLt N2 oL,
— -y o= ‘ol e L(H
<ap p)j > op,” (H)

=3 iy e o
Ouy,

oL

ou v

oL" OL;
<6u v 8uj p;

() () ceon

Com essas defini¢oes, para todo A € U valem as
seguintes identidades (utilizadas na demonstracao
adiante):

oL
”(ap ‘

oL ,\ _[oL'
A(au“>—<au

celU

pl)<3L ) Zzaa)\]ple(c
/\>~u/:ZZgiJZ/\ju;€ eC
kg
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Enfim, enunciamos o Principio do Méaximo de
Pontryagin:

Theorem 1 (PMP) Considere o problema de
controle étimo qudantico em malha aberta (18) com
7>0epg €S fixzados e suponha que o funcional
custo do tipo Mayer nao depende explicitamente
das fungoes de controle:

J{u(t)} = ¢ (pu(r),7)

Considere que o espaco de controle U C RN~

€ convexo e aberto, ou fechado com fronteira OU
sendo uma superficie orientdvel continuamente
diferencidvel; no caso em que U € fechado, deno-
tamos o campo unitdrio normal a OU que aponta
para fora de U por n : 0U — RN*-1, Agora,
suponha que 4 (t) : [0,7] — U seja uma funcgdo de
controle que minimiza J e denote por p(t) o cor-
respondente estado dependente do tempo definido
pela equagao dindmica com condi¢ao inicial

{jtp@):L(p(t),u(t)) ) =pe (14)

Entdo, existem uma fungdo ndo-negativa o (t) e
uma fungao diferencidvel nao-nula A (t), chamada
coestado,

a:[0,7] = [0,00) , A:[0,7] = L(H)

tais que:

i) a se anula nos instantes em que o vetor
de controle ndo pertence ao bordo do espago de
controle:

() eUNOU=«a(t)=0 , Vte[0,7]

i1) O coestado satisfaz a sequinte equagdo com
condigao terminal em [0, 7], chamada equagao ad-
junta:

AN(t) = gap L (p@t),a(t) A
A7) =—%2(p(r),7)
iii) O coestado satisfaz a sequinte condigdo al-
gébrica em [0, 7]:4

0
ou

(15)

—L(p(t),a®)" - A@)=a®)n(@®) (16)
Destacamos que o membro direito da equagao (16)

€ identicamente nulo no caso em que U € aberto.

Proof: Sendo @ (t) um controle dtimo e p(t) o
correspondente estado dtimo para J, entdo

¢ (p(1),7) < ¢ (pu(r),7)

Sejav (t) : [0,7] — RN’ =1 um campo vetorial con-
tinuo arbitrdrio, exceto pela condicao de apontar

 Vu(t)eU  (17)

4Simplificamos a notagio escrevendo 7 (@ (t)) multipli-
cado por zero mesmo quando @ (t) ¢ U.
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para dentro de U nos instantes em que 4 (t) per-
tence a fronteira OU,

v(t) (@) <0, Vtelo,r]/a(t)edU (18)

Dado e 2 0 (i.e., € ndo-negativo e suficientemente
pequeno), definimos:

ue(t) = a(t) +ev(t) eU , Ve lo,7] (19)

Para dado ¢ 2 0, seja p:(t) a solugio da

equagdo dindmica definida pelo controle u. (t) com
condi¢cao inicial pg, i.e.,

{jtpa (t)

Para analisarmos a condiggo de minimo (17),
definimos a fun¢ao auxiliar

2= p. ()

=L (pe (t),ue(t)) , p(0) =po (20)

€ L(H) (21)

e=0
Assim, p(t) = po(t) e
pe ()~ () ~ e (1) + O (<2)

Entao, pela condi¢ao de minimo (17)

0 < AJ()¢:¢(PE(T)77)_¢(5(T%T)
~ GG (0 (1) - 5(7)
~ S ().7) (1) 40 (2)

Pela arbitrariedade de € 2 0, isso implica
,T7)-2(1) >0 (22)

Para extrairmos as consequéncias dessa condi¢do
analisamos as propriedades da fun¢do auziliar
z(t). Primeiro, deduzimos a equacao diferen-
cial que caracteriza z (t) diferenciando equagdo
dindmica (20) em relagdo a e:

d d

T ope ()= GL(pe (1) ue (1)) - e (1) +

+%L (pE (t) y Ue (t)) . disug (t)
v(t)

Comutando as derivadas no primeiro membro e
avaliando posteriormente em € = 0, concluimos
que z(t) satisfaz a sequinte equagdo diferencial
com condi¢do inicial z (0) = 0:

7= HLOO a0 0+ ()

Agora, consideramos a equagdo adjunta com
condicao final

010200-5

Como essa € uma equagdo diferencial ordindria
linear com condi¢do final, a teoria das equacies
diferenciais nos garante a existéncia e a unicidade
de uma solu¢do — a qual denotaremos por X (t).
Como z (0) = 0, podemos escrever:

0¢
S () 7) 2 (1) = -A(7) 27
LN(t) - = (1)) dt

{(a“ )'Z@*
0 (5-=) 0
{0 (5+0)
a0 (5 20) +a0-

- [ro(8

_/d
[ (i
I
I

Il
|
c\
7 N
g
S
~
e
*
—
<
uﬁr
S
SN—
S—
~.
>~
—
-
SN~—
~_
<
S
S—
QL
~

Pela condigao (22), segue

Gt
0 8U

Como v (t) é arbitrdrio exceto pela condigao (19),
podemos concluir que a%L (p(t),u (t))Jr ‘A (t) deve
ser nulo nos instantes em que u(t) pertence ao
interior de U ou deve apontar para dentro de U
nos instantes em que u (t) pertence a fronteira de

(0" (1), 2 (®)' A <t>) o (t)dt <0

Aplicagao do Principio do Maximo de Pon-

tryagin O seguinte algoritmo sumariza o uso do

Principio do Méximo de Pontryagin para resolver

o problema de Mayer com estado final livre:
Considere a equacao dinamica com fungao de

controle

St = L(p(0),u (1)

e a fungao custo do tipo Mayer

= (p(7),7)

1. Defina o Hamiltoniano de controle étimo:

h(>‘7p7u) = L(p,u)T A

J(p,u,T)

2. Para cada par A € U e p € S, determine
@ =u(A\ p) € U que maximiza h (A, p,-):

h(A,p,@) > h(Apv) , YVvel

© 2013 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2013.001.01.0200

DOI: 10.5540/03.2013.001.01.0200

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 1, N. 1, 2013.

3. Resolva o sistema de equacgoes diferenciais
com condigoes de contorno

0 =L(p,a) T
4N = —a%L (p,u*)' - A

p(0)=po, A1) ==z (p(7),7)

4. Finalmente, compare os valores de ¢ (p (1), 7)
entre as solugao desse sistema para obter o
controle que determina o estado que minimiza
o funcional J.

O Hamiltoniano de controle ¢timo definido na
primeira etapa do algoritmo (3.1) é uma funcao
meramente auxiliar, em geral nao sendo direta-
mente relacionado ao Hamiltoniano do sistema
quantico. A segunda etapa do algoritmo consiste
de um problema tipico de otimizagao em dimensao
finita, tal como se estuda em calculo diferencial.
A terceira etapa do algoritmo pode ser resolvida
como um problema de valor inicial com o valor
inicial A (0) tratado genericamente para, depois de
resolvida a equagao, determinar seu valor a partir
da condigao final A (7). Todas os estados depen-
dentes do tempo obtidos pelo algoritmo satisfazem
as condicoes do Teorema 1, mas nao ha garantias
de que exista alguma solucao ou que alguma das
solugoes seja realmente a fungao de controle étima
do funcional J.

4 Conclusao

Dentre as possiveis aplicagoes do controle quan-
tico 6timo aqui descrito, constam a reducgao da
dissipacao de energia, a reducao da perda de cor-
relagbes (cldssicas e quanticas), e a redugao da
perda de informagao registrada ou transmitida por
um sistema quantico devido a processos dissipa-
tivos. Efetivamente, para alcangarmos esse iltimo
objetivo deveriamos controlar o sistema de modo
a minimizar a taxa de aumento da entropia de
von Neumann do sistema, a qual mede a incapaci-
dade de um estado quantico codificar informacao
(Schumacher, 1995):

S(p):=Tr(plnp) ,VpeS (25)

Especificamente para esse problema, nossa es-
tratégia de controle nao deve ser eficiente se nao
for combinada com outras técnicas (tais como o
uso de c6digos corretores de erros).

Finalmente, embora a teoria parega funcionar
(dentro de suas limitagoes), o sistema de equagoes
implicado pelo Principio do Maximo de Pon-
triagyn é geralmente bastante complexo, de modo
que nao esperamos encontrar solugoes analiticas
exceto em casos excepcionais.

Enfim, cabe desenvolver alguns exemplos e
testar a aplicabilidade de nossa abordagem em
situacoes concretas. Tais investigagoes estao em
curso.
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