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Resumo. Apresentamos duas estratégias de para mitigacao de erros numéricos em al-
goritmos iterativos que usam apenas informagoes locais para o problema de geometria de
distancias moleculares. Além disso, realizamos experimentos numéricos em instancias cons-
truidas a partir de proteinas reais, envolvendo milhares de atomos, e mostramos que as
estratégias propostas conjugadas em um novo algoritmo BuildUpOpt sao capazes de resol-
ver instancias de grande porte.
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1 Introducao

As proteinas desempenham intimeras fungoes no organismo, da composi¢ao de tecidos e
membranas até a catalizacao de reacoes quimicas. O papel especifico de cada proteina esta
intimamente ligado & sua geometria (sitios ativos) e um dos métodos mais utilizados para a
obtencao de estruturas protéicas é a ressonancia magnética nuclear (RMN). O resultado da
RMN ¢é uma matriz de distancias euclidianas parcialmente preenchida. Devido a precisao
dos equipamentos envolvidos, em lugar de escalares, algumas das entradas desta matriz
sao intervalos.

Neste contexto, o problema de geometria de distancias moleculares (PGDM) pode ser
formulado matematicamente por

Definicao (PGDM). Determine x € R3" tal que

lij < ||a:z —l‘jH < uij,‘v’(i,j) e FEC {1,...,71} X {1,...,71}. (1)

Na definicao do PGDM, os dados dos experimentos sao representados pelos limites [;; e
u;j. Em instancias reais, algumas distancias sao conhecidas exatamente (dij =1l = uz-j),
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outras de maneira imprecisa (l;; < u;;), mas nao temos informacoes sobre a maioria das
distancias, ou seja, o conjunto E de pares (i, ) é esparso [5].

Os algoritmos propostos para o PGDM variam de acordo com as diferentes hipoteses
sobre as restrigdes dadas pela Eq.(1). A hipdtese mais restritiva requer que todas as
distancias sejam conhecidas e exatas (|E| = n(n —1)/2 e l;; = u;;). Neste caso, podemos
reduzir o PGDM ao célculo dos autovalores uma matriz de posto trés [3].

Os algoritmos menos restritivos, que nao fazem qualquer hipétese adicional, sao os que
se baseiam em formulacoes de otimizacado do PGDM. Dentre os métodos de otimizacao,
podemos destacar os algoritmos de transformada Gaussiana [7], de suavizacdo e pena-
lizagao hiperbdlicas [8] e de programagao semi-definida [2]. A presenca de muitos minimos
locais e a nao-diferenciabilidade sao os maiores desafios no uso dos métodos de otimizacao.

As outras alternativas sdo, em geral, iterativas e supoem uma ordem de fixacao dos
atomos partindo de um conjunto de atomos previamente fixados. Por exemplo, no algo-
ritmo BuildUp [4], cada dtomo ¢ fixado utilizando as distancias exatas a quatro dtomos
previamente fixados (intersegdo de quatro esferas). A medida que mais atomos sao fixa-
dos, o algoritmo avanga fixando novos atomos. No algoritmo Branch-and-Prune (BP) [6],
supoe-se que haja uma ordenagao, onde sao conhecidas as distancias exatas de um atomo
a trés atomos previamente fixados. Neste caso, existem duas solugdes (intersecao de trés
esferas) e uma drvore bindria pode ser utilizada para mapear as configuragoes validas. O
BP aplica uma estratégia de poda (pruning) para explorar eficientemente a arvore binéria
de configuragoes.

Em geral, os algoritmos iterativos para o PGDM fazem uso apenas de informacoes lo-
cais para fixar cada um dos pontos da estrutura. No entanto, a medida que aumentamos o
tamanho dos problemas de interesse, comegcamos a enfrentar mais sensivelmente os limites
impostos pela representacao numérica em ponto flutuante, ou seja, os erros de trunca-
mento e os associados ao cancelamento de digitos significativos. Em problemas cada vez
maiores, as ordens de grandeza dos erros acumulados podem inviabilizar completamente os
resultados obtidos. Sendo assim, com o aumento do tamanho dos problemas mesmo algo-
ritmos bem estabelecidos, como o BuildUp e o BP, podem deixar de apresentar resultados
satisfatérios se utilizados sem medidas de contengao de erros.

No presente artigo, discutimos as limitacoes dos algoritmos de fixacao iterativos base-
ados em informacoes locais em instancias de grande porte do PGDM. Dadas as particula-
ridades de cada algoritmo, para facilitar a exposicao, focaremos a discussao no algoritmo
BuildUp, mas as conclusoes obtidas sao gerais e aplicam-se aos demais algoritmos de
fixacdo que facam uso apenas de informacoes locais a cada iteracao. Além disso, como al-
ternativa, apresentamos uma nova versao do algoritmo BuildUp, chamada de BuildUpOpt,
que utiliza otimizagao local para controlar os erros numéricos e uma ordenacao dinamica
para speedup.

Na sec¢ao 2, discutimos as principais fontes de erro nos algoritmos de fixagao iterativos.
O algoritmo BuildUpOpt é apresentado na Segao 3. Na Secao 4, discutimos as estruturas
de dados utilizadas na implementacao. Os experimentos numéricos sao apresentados na
Secao 5. Finalmente, a Secao 6 é dedicada as conclusoes e trabalhos futuros.
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2 As origens dos erros

Os algoritmos iterativos de fixacao para o PGDM constroem uma solugao calculando
as novas coordenadas z; em funcao das coordenadas previamente calculadas. Mais espe-
cificamente, a cada iteracao, uma coordenada x; de um atomo ¢ é calculada utilizando as
distancias exatas a um conjunto B; (base) de 4tomos cujas coordenadas tenham sido previ-
amente calculadas. No algoritmo BuildUp, cada base B; = {a, b, ¢, d} é formada por quatro
atomos. A coordenada z; € R? é obtida a partir do sistema de equacdes quadraticas:

lles — zal? = |lzal® — 2z52; + [|2s]* = 73, (2)
les —zpll* = lzoll* — 2z + [|zs]* = rf,
loi = zel? = lzell® — 2z8as + ||l [* = 72,
lei = zall® = [lwall® — 2zg; + [l |* = 73,

Ou seja, x; é a intersecao das esferas com centros x4, xp, . € 4 anteriormente calculados
e raios dados pelas distancias do atomo 7 aos atomos em B;.

Os autores do algoritmo BuildUp sugerem a linearizacao deste sistema subtraindo-se
a Eq.(2) das demais equagoes. Com isto, obtemos o sistema linear:

(2p = za)'zi = (d2 —d32 + ||zl — [|zal*)/2,
(we —@a)'zi = (d2 — di2 + ||zl|* — ||zal*)/2,
(wa = za)'wi = (dfa2 — dig2 + ||zal® — llzal*) /2.

A primeira observacdo é que o problema linearizado e o problema quadratico ndo sao
equivalentes. De fato, o problema linear pode ter solugao (real), mesmo quando o problema
quadratico nao possui solucao real. Por exemplo, se as distancias relativas aos atomos
Tqa,Tp, Te € Ty € as distancias dj,, djp, die € dig violarem alguma desigualdade triangular,
o problema quadréatico nao tera solucao real. No entanto, a nao-singularidade da matriz
do sistema linear e, portanto, a existéncia de solugao depende apenas da independéncia
linear dos vetores u = xp — T4, V = T, — X, € W = Tq — T, NA0 levando em consideracao os
raios g, Th, 'c € Tq-

E claro que podemos verificar diretamente se a solugdo do sistema linear é também
solugao do sistema quadratico. Contudo, caso nao seja, nao ha uma forma direta de identi-
ficar qual das coordenadas x,, Ty, T. ou x4 deve ser modificada. Mais ainda, a modificacao
de qualquer coordenada previamente calculada, digamos x,, implica em potencialmente
violar todas as restrigoes que envolvam o dtomo a e outros atomos ja fixados. Em outras
palavras, nao é possivel resolver localmente o problema de inviabilidade de uma solugao
parcial. Além disso, o erro em uma das coordenadas x, xp, T, ou x4 80 é detectado quando
nao conseguimos fixar o atomo i. Ou seja, o erro s6 é percebido varias iteracoes apds os
cédlculos das coordenadas x,, Ty, . € T4, as quais podem ter sido utilizadas para calcular
muitas outras coordenadas espalhando assim o erro por toda a estrutura.

Por outro lado, ainda que os sistemas quadraticos sejam consistentes, pode ser que
a distancia entre as coordenadas de dois dtomos, digamos x; e xj, calculadas indepen-
dentemente usando bases B; e B; diferentes nao atenda satisfatoriamente a restricao
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lij < |lzi — ;]| < wyj, devido ao cancelamento de digitos significativos e aos erros de
truncamento acumulados durante a execucgao do algoritmo de fixacao. Neste caso, sabe-
mos apenas que as coordenadas x; e x; sao incompativeis, mas nao hd informacao local
que identifique quais coordenadas em B; e B; devem ser corrigidas.

Uma pergunta natural é se os erros locais em instancias reais do PGDM de fato ocorrem
e, mais ainda, se eles impedem a construcao de solugbes. Aqui, o ponto central é o
tamanho das instancias. Quando resolvemos instancias que envolvem um nimero reduzido
de atomos, os erros tendem a manter-se em nivel aceitdvel. Contudo, o fato inexoravel da
computacao cientifica em ponto flutuante é que o erro aumenta com o ntimero de operagoes
aritméticas realizadas. Sendo assim, quanto maior o niimero de a4tomos, maior sera o erro
acumulado ja& que os novos atomos serao utilizados no calculo dos demais. Concluimos,
portanto, que a intensidade do erro deve ser maior nas coordenadas calculadas tardiamente
e mais acentuados em instancias que envolvam um grande nimero de atomos.

Sendo assim, os erros nas solugoes dos algoritmos iterativos de fixagdo possuem uma
fonte local associada ao método de fixacao, e outra global cumulativa pelo uso das coorde-
nadas anteriormente calculadas no computo das novas coordenadas. No caso do BuildUp,
o primeiro erro estd ligado ao sistema linear e, o segundo, & escolha da base B;.

3 O algoritmo BuildUpOpt

Propomos duas medidas complementares para mitigar as limitagoes dos algoritmos de
fixagdo com informacao local. A primeira delas é refinar solugdes parciais utilizando uma
formulacao de otimizacdao como, por exemplo,

(Pymin Y max(lij — ||z — a;],0) +max(||z; — 21| - uy), (3)
(i,j)EE

onde E representa o conjunto de arestas incidentes em dtomos ja fixados. O refinamento
deve ocorrer sempre que, ao fixarmos um atomo k, verificarmos que uma restrigdo nao
tenha sido satisfeita com precisao € > 0 adequada, ou seja, Iy — ||x; — zx|| > € ou ||z; —
Zk|| — uir > € para algum atomo ¢ ji fixado. A formulagdo de otimizagao utilizada no
refinamento deve levar em consideracdo apenas o conjunto E C E formado pelas arestas
envolvendo os dtomos fixados até o momento. A ideia é considerar uma tolerancia baixa,
digamos € = 1073. Neste caso, a solucdo parcial estard préxima de um minimo global da
formulacao de otimizacao, sendo possivel obté-lo em poucas iteracbes mesmo utilizando
rotinas de minimizacao local tradicionais.

Cada chamada da rotina de minimizacdo terd custo pelo menos de O(|E|), onde |E]|
representa o nimero de arestas do subproblema (P), enquanto que a solucao do sistema
quadrético linearizado tem custo O(1). Ou seja, o processo de refino da solugao serd a
etapa mais cara do algoritmo modificado. Para reduzirmos o ntimero de chamadas da
rotina de minimizacao, precisariamos reduzir a propagacao dos erros. Uma forma de fazé-
lo é dar preferéncia ao uso das coordenadas que apresentem os menores erros na definicao
das bases utilizadas no cdlculo das coordenadas. Nao é possivel calcular o erro cometido
por uma coordenada zj, antes que todos os atomos envolvendo arestas incidentes em k
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tenham sido fixados, mas podemos estimar o erro cometido até a iteragao corrente medindo
a violacao das restricoes envolvendo os atomos ja fixados.

Para facilitar a compreensao, fixemos os conceitos de residuo relativo de uma aresta
(Rij) e residuo relativo total de um dtomo (Ry). Para cada aresta (i,j) € E cujas coorde-
nadas z; e x; tenham sido calculadas, definimos seu residuo relativo como sendo

R = 2max(0, by — |lzi — ajll, llzi — ;| — uiy)
N lij + uij

: (4)

Ou seja, R;; indica o residuo relativo associado a restricao l;; < ||z; — z;|| < wij.

O residuo relativo total de um dtomo k& é definido como a soma dos residuos relativos
das arestas incidentes sobre ele, Ry, = Zz‘GVk R;1., onde V}, representa o conjunto de vizinhos
ja fixados do atomo k.

Para reduzir a propagacao dos erros no calculo de um atomo k, propomos que sejam
utilizados como base os elementos de Vj, que tenham os menores residuos totais. Desta
forma, ainda que as informagoes sejam locais, estaremos utilizando os dados mais precisos
disponiveis, reduzindo potencialmente o nimero de chamadas das rotinas de refinamento.

As ideias apresentadas foram incorporadas no algoritmo BuildUpOpt apresentado no
Quadro 1. Na linha 1, o conjunto C, formado pelos atomos a serem fixados, ¢é inicializado
com uma clique cujas coordenadas dos dtomos é fixada usando o algoritmo para instancias
completas. Na linha 3, o vetor p que armazena o ntimero de vizinhos fixados de cada atomo
¢ inicializado. Na linha 7, a base selecionada leva em consideracao os residuos locais de
cada um dos vizinhos ja fixados do atomo ¢. Ja a linha 9 aplica a estratégia de refino da
solugao parcial. Sao as linhas 7 e 9 que diferenciam o algoritmo BuildUpOpt da versao
original.

BuildUpOpt
Encontre uma clique C com 4 vértices;
Determine as coordenadas dos vértices em C;
Para cada vértice i em C, faca p(i) = 5;
Enquanto |C| > O,
Para cada i em C,
Se p(i) == 4,
Determine a base B_i de menor residuo relativo total para i em C
Determine as coordenadas de k usando B (Egs.6-8);

O J o U b W N

9 Se R_i > eps, refine a solucédo resolvendo o problema (P);
10 Para cada vizinho k de i em G,

11 Faca p(k) = p(k) + 1;

12 Se p(k) == 4, insira k em C;

13 Remova 1 de C;

Quadro 1: Algoritmo BuildUpOpt.
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4 Experimentos numéricos

O algoritmo BuildUpOpt foi implementado em linguagem C e compilado com GCC
versao 4.8.4. A rotina de otimizacao utilizada foi o gradiente conjugado do pacote GNU
Scientific Library. Os sistemas lineares foram resolvidos usando método de Cramer. Os
testes foram realizados em um notebook Dell XPS com 8 GB de memoria RAM, sistema
operacional Ubuntu e processador Intel Core i5-3337U de 1,8 GHz.

Comparamos a versao original do BuildUp com uma versao que incorpora apenas a
estratégia de ordenacao (BuildUp+Ord), com uma outra com apenas a estratégia de refino
(BuildUp+Ref) e, finalmente, com o BuildUpOpt que aplica as duas estratégias.

As instancias foram geradas com proteinas reais obtidas no banco de dados Protein
Data Bank [1]. Cada instancia foi gerada considerando-se as distancias menores que 5 A.

Na Tabela 1, podemos ver os dados sobre as instancias consideradas e os resultados
experimentais. Nas quatro primeiras colunas, encontramos o coédigo de identificacao das
proteinas (PDB ID), o numero de dtomos (Nodes), o nimero de distancias consideradas
(Edges) e o grau méximo dos dtomos (MazDeg).

Os resultados dos experimentos numéricos estao na Tabela 1, onde MaxRes representa
o residuo maximo por atomo (em notagao cientifica E), Time representa o tempo de
execugao em segundos. O erro aumenta consideravelmente com o tamanho das instancias,
chegando a exceder a capacidade de representacao em ponto flutuante (overflow). Pode-
mos ver que a estratégia de refinamento da solugdo (minimizagao) controla efetivamente
os residuos. Finalmente, fica também evidente que a estratégia de selecao da base de
fixagdo reduz significativamente o tempo de execugao, ao diminuir o niimero de chamadas
da rotina de minimizacao, mas que isoladamente nao é capaz de controlar a magnitude
dos residuos ainda que mitigue seus efeitos. O experimento com a proteina 2FUI evidencia
a necessidade de conjugar as duas estratégias, pois a ordenacao isoladamente apresenta
alto erro relativo, ja o refinamento consegue controlar o erro, mas o tempo de execugao é
consideravelmente maior. Quando unimos as duas estratégias, conseguimos reduzir o erro
e também o tempo de execugao.

Tabela 1: A coluna PDB ID contém o cédigo da proteina, Nodes indica o nimero de dtomos,
Edges representa o nimero de arestas, MazDeg indica o grau maximo dos atomos, a coluna MazRes
apresentam os residuos méximos (em notagao cientifica F), e Time contém o tempo em segundos.

BuildUp BuildUp+Ord BuildUp+Ref BuildUpOpt
PDB ID | Nodes | Edges | MaxDeg | MaxRes | Time | MaxRes | Time | MaxRes Time MaxRes | Time
4NIN 50 326 19 2,54E-03 | 0,00 | 8,55E-08 | 0,00 | 5,11E-04 0,20 8,55E-08 | 0,00

1PLW 75 1021 47 1,38E+01 | 0,02 | 3,07E-06 | 0,02 | 9,99E-04 0,06 3,07E-06 | 0,02
5CYT 800 9144 39 1,02E+22 | 0,07 | 8,52E-05 | 0,06 | 3,36E-05 14,77 | 8,52E-05| 0,06
2MYQ | 691 | 11916 62 2,71E+20 | 0,13 | 6,22E+03 | 0,14 | 1,17E-03 | 60,94 | 1,57E-01 | 26,29
2FUI 938 | 19715 73 5,49E+36 | 0,32 | 7,81E+01 | 0,30 | 4,29E-04 | 77,98 | 8,27E-04 | 3,60
1IWF2 | 1445 | 29669 71 overflow | 0,46 | 2,62E+02 | 0,53 | 4,55E+00 | 1.818,75 | 8,65E-03 | 132,88
5J1H | 2657 | 30418 40 overflow | 0,20 | 2,73E+12 | 0,22 | 9,34E-04 | 207,11 | 2,87E-02 | 66,41
5FY4 | 3717 | 44590 47 5,04E+36 | 0,28 | 6,00E+04 | 0,33 | 3,21E-06 | 213,32 | 1,73E-05 | 48,08
3KGF | 7359 | 94337 61 overflow | 0,69 | 1,52E+03 | 0,91 | 7,58E-04 | 820,70 | 1,25E-04 | 139,67
S5HFA | 8421 (102724 44 overflow | 0,91 | overflow | 0,86 | 1,81E-04 | 1.542,84 | 1,73E-03 | 230,04
3KGV | 20320 |195453 34 3,80E+01 | 0,01 | 7,96E-08 | 0,01 | 1,89E-05 0,76 7,96E-08 | 0,02
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5 Conclusao e trabalhos futuros

Apresentamos duas estratégias para a mitigacdo dos erros em algoritmos baseados em
fixagOes iterativas para a resolugao do problema de geometria de distancias moleculares.
Uma delas é o ranqueamento dinamico dos atomos para mitigar o espalhamento dos erros,
e a outra é a minimizacdo local para garantir a precisao da solucao. Estas estratégias
foram implementadas na versao modificada do algoritmo BuildUp, chamada BuildUpOpt.
Nos experimentos numeéricos realizados, a versao modificada obteve solugoes com erros
consideravelmente menores que a versao original.

Em trabalhos futuros, desejamos explorar o paralelismo e aplicar variagoes destas es-
tratégias em outros algoritmos de fixacao iterativos.

As instancias e implementagoes dos algoritmos utilizados neste trabalho podem ser
obtidas no repositério GitHub https://goo.gl/pDyL4c.

Os autores agradecem o suporte do CNPq, CAPES, FAPESP e da Universidade Federal
do Ceard, da Universidade Estadual de Campinas e da Universidade do Estado do Rio de
Janeiro.
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