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Resumo. Diversos escoamentos de interesse pratico sao de fluidos nao-Newtonianos e uma
classe destes fluidos é classificada como fluidos viscoelasticos. Muitas vezes é desejavel saber
se estes escoamentos propagam-se no estado laminar ou no turbulento. Para isto, utiliza-
se a teoria de estabilidade linear (LST) para verificar a estabilidade dos escoamentos a
perturbacoes nao estacionarias de fluidos viscoelasticos. O modelo matematico adotado para
o fluido nao-Newtoniano do tensor extra-tensao é o Oldroyd-B. Neste trabalho, a teoria de
estabilidade linear foi utilizada para investigar a convecgao das ondas de Tollmien-Schlichting
no escoamento de Poiseuille para o modelo de fluido Oldroyd-B. A fim de avaliar as curvas
neutras de estabilidade, diferentes valores de parametros adimensionais sao testados para os
escoamentos de fluidos Newtoniano e nao-Newtoniano. Os resultados numéricos obtidos sao
comparados com resultados da literatura.

Palavras-chave. Mecanica dos Fluidos, Teoria de Estabilidade Linear, Fluido Oldroyd-B,
Equagao de Orr-Sommerfeld.

1 Introducao

H& muitas aplicacoes cientificas e industriais em que a estabilidade do escoamento la-
minar e a transicao para a turbuléncia sao relevantes. Sendo assim, é importante investigar
a fisica da estabilidade e a transicao laminar-turbulenta a fim de controld-la, adianta-la
ou previni-la. Entre os diversos problemas surgidos nessa area esta o tratamento de es-
coamentos de fluidos nao-Newtonianos. Esse tipo de problema tem se tornado um grande
desafio nessa area pois a maioria das aplicagoes industriais envolvem escoamentos de flui-
dos viscoelasticos, tais como, injecao de plasticos, processos de extrusao de forma geral e
extracao de petroleo.
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Desse modo, existe um grande interesse em desenvolver métodos numéricos capazes de
simular escoamentos de fluidos viscoeldsticos para poder prever, a custos baixos e com bons
resultados, o comportamento do escoamento de um fluido durante o processo industrial. A
equacao de Orr-Sommerfeld é uma equacgao diferencial fundamental para as perturbagoes
(equagao da estabilidade) que forma o ponto de partida para a teoria da estabilidade de
escoamentos laminares [1].

A teoria de estabilidade hidrodinamica investiga como essas perturbacoes sao am-
plificadas ou amortecidas e como a evolucao dessas perturbacgoes estao relacionadas ao
fenémeno de transi¢ao para o escoamento turbulento [4]. O desequilibrio entre as forgas
de inércia e o campo de pressoes pode levar a instabilidade se nao houver efeitos visco-
sos dissipativos. Porém, a viscosidade também tem um efeito desestabilizador devido a
difusao de quantidade de movimento.

Nesse contexto, este trabalho apresenta a andlise de estabilidade linear, através da
conveccao de ondas de Tollmien-Schlichting, do escoamento de Poiseuille para o fluido
Oldroyd-B. Para isso, sera utilizada a teoria de estabilidade linear para analisar a estabi-
lidade de escoamentos de fluidos viscoelasticos e comparar com a de fluidos Newtonianos,
a fim de contribuir para uma melhor escolha dos parametros destes escoamentos.

2 Formulacao Matematica

Considerando um escoamento incompressivel, isotérmico e nao-Newtoniano, as equagoes
governantes sao dadas pelas equagoes de continuidade e de Navier-Stokes, respectivamente,

V-u=0, (1)

p<aaltl+v-(uu)>:—Vp+V-T, 2)

em que u representa o campo de velocidade, t é o tempo, p é a pressao, p é a densidade
do fluido e T é o tensor extra-tensao. Neste trabalho, estudou-se escoamento viscoelastico
em que a equagao constitutiva utilizada é a do modelo Oldroyd-B dada por

v
T + AT = 2,D, (3)
em que D = %(Vu + (Vu)?) é o tensor taxa de deformacdo, 7, é um coeficiente de

v
viscosidade polimérica, A\ refere-se ao tempo de relaxacdo do fluido e T é a derivada
convectada definida como
V. oT
T:5+v-(uT)—T.(Vu)T—(Vu)-T. (4)
Considerando um escoamento bidimensional, o conjunto de equagcoes (1)—(3) foi adi-
mensionalizado utilizando os seguintes parametros:

* *

p
U’ L’ _p0U27 _pU27

s T
u T
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onde L e U denotam escala de comprimento e velocidade, respectivamente. Essas equagoes
podem entao ser escritas (omitindo o simbolo * por conveniéncia) como
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em que os parametros adimensionais Re = anL e Wi= )\TU sao associados aos niimeros
0

de Reynolds e Weissenberg, respectivamente. A quantidade de solvente Newtoniano é

, . . . . . Ms
controlada através do coeficiente de viscosidade do solvente adimensional § = —, onde

no = 1s + 1 indica a viscosidade total do cisalhamento, e 1y e 7, representam as viscosi-
dades do solvente Newtoniano e polimérico, respectivamente.

No problema do escoamento de Poiseuille viscoelastico o fluido esta confinado dentro de
um canal com paredes planas em y = —1 e y = 1. Para o modelo Oldroyd-B, a velocidade
do escoamento base coincide com a solucio parabélica de Poiseuille, ou seja, U = 1 — g2 e
assume que todas as variaveis dependem apenas de y, a coordenada transversal do canal,
exceto para a pressao cujo gradiente é constante na direcao x. O componente da velocidade
transversal do canal v é identicamente nulo. As condigoes de contorno sao adotadas no-slip
nas paredes do canal.

3 Teoria de Estabilidade Linear

A teoria de estabilidade linear analisa o comportamento de um dado escoamento a
perturbacoes de amplitude infinitesimal, como é apresentada para o escoamento de Poi-
seuille para o fluido Oldroyd-B. Esta teoria é baseada nas equacoes da continuidade e de
Navier-Stokes, adotando algumas hipdteses sobre o escoamento e a forma de propagacao
das perturbacoes.

No caso bidimensional, o escoamento principal é tomado como permanente, tendo u
e v como componentes cartesianos da velocidade, p como a pressao e T o tensor nao-
Newtoniano. Os componentes da perturbacdo sao muito pequenos em relagdo ao esco-
amento principal e, em um regime transiente, sao representados por u, v, p e T. Para
analise no presente estudo toma-se um escoamento base invariante na direcao x e que o
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escoamento instantaneo pode ser decomposto em uma parte média e uma pequena per-
turbagao. Portanto as varidveis podem ser compostas da seguinte forma, onde (°) indica
o escoamento perturbado

u(@,y,t) = Uly) +a(z,y.1), o(z,y,t) =0(z,y,1),
p(z,y,t) = P(y) +p(x,y,t), T(z,y,t)="T(y) +T(z,y,1). (11)

As composicoes das varidveis dadas na equacao (11) sdo substituidas nas equacgoes
(5)—(10). Entao, subtraindo as equagoes que descrevem o escoamento base, obtém-se as
equacgoes para as perturbagoes. As condigOes de contorno adotadas para o problema do
escoamento de Poiseuille sao no-slip nas paredes e decaimento das perturbacoes longe
das paredes. Uma vez que as equagoes resultantes sao lineares e que os coeficientes das
equacoes nao dependem de t e x, as solugoes podem ser buscadas através do método de
separacao de varidveis, da seguinte forma:

ei(amfwt)’ (y)ei(axfwt),

a(z,y,t) = u(y) o(w,y,t) =0
3 T(y)e' o=, (12)

Pz, y,t) = Bly)e @D T(x,y,t)

em que (-) representa a amplitude das perturbagoes, i = v/—1, @ = a, + i; é o0 niimero
de onda na direcao z e a taxa de crescimento espacial, w = w, +iw; é a frequéncia angular
e a taxa de crescimento temporal, onde A = 27/« é o comprimento de onda.

Substituindo as combinacoes lineares (12) nas equagoes de conservacdo para per-
turbacao e reescrevendo de forma simplificada obtém-se a equacao de Orr-Sommerfeld
modificada para o fluido Oldroyd-B [2]

Ixx 1y

a(U = o)(@" — a®0) — adU" +ic® (T = T") + o(T"™ +

+ T = ;ﬁ [V - 22%0" + a'7] . (13)
e

A solucao da equacao de Orr-Sommerfeld corresponde a um problema de autovalor,
cuja solucao existe para alguns valores dos parametros «, w e Re, e depende do per-
fil de velocidade do escoamento base em questao. As perturbacoes analisadas sdo nao
estaciondrias e propagam-se como ondas de Tollmien-Schlichting [5].

Note que quando w é um numero real e @ um nimero complexo, a amplitude da
perturbacao cresce na direcao do escoamento médio = e a formulacao é denominada for-
mulagao espacial. As componentes w,, o, € a;, representam, respectivamente, a frequéncia,
o numero de onda e a taxa de amplificacao espacial. Quando « é um numero real e w um
nimero complexo, a amplitude cresce no tempo e a formulacao é denominada formulacao
temporal. Neste caso, w; é a taxa de amplificagdo temporal.

Um processo computacional implementado por Mendonga [3], adotando um Shooting
method, é utilizado para resolver a equacao de Orr-Sommerfeld.

4 Resultados Numeéricos

Nesta secao é apresentada a andlise de estabilidade do escoamento bidimensional de
Poiseuille para um fluido viscoeldstico do tipo Oldroyd-B. Os resultados numéricos da
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teoria de estabilidade linear sao apresentados para a andlise de estabilidade temporal e
espacial. Quando avalia-se as curvas neutras de estabilidade, foca-se somente nas per-
turbagoes bidimensionais e compara-se os resultados de fluido Newtoniano com fluido
Oldroyd-B para diferentes valores de parametros adimensionais.

5 Anadlise temporal

Aqui sdo apresentados resultados de anélise temporal, portanto considera-se o « real
e 0 w complexo. Para verificagao do codigo de teoria de estabilidade linear foram anali-
sados resultados para diversos valores de Weissenberg, mantendo-se fixa a constante que
controla a contribuigao do solvente newtoniano no fluido — § = 0.9. Estes estudos também
foram realizados por Zhang et al. [6]. A Figura 1 mostra os valores obtidos para o nimero
de Reynolds critico para diferentes valores de Weissenberg. Reynolds critico se refere ao
menor valor de Reynolds onde o escoamento ainda é estavel a perturbacoes nao esta-
ciondrias. Pode-se observar uma boa concordancia entre os resultados. Observa-se ainda
que aumentando o Weissenberg de 0 a 3 o valor de Reynolds critico diminui. A partir
de Weissenberg igual a 3, observa-se que o valor de Reynolds critico aumenta, mostrando
que o escoamento pode se tornar mais estavel a perturbacoes nao estacionarias do que o
escoamento newtoniano para nimeros de Weissenberg maiores do que 7.
16 — T — T —

. Zhang et al.
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Figura 1: Valores de Reynolds critico para diferentes valores de Weissenberg —IW+i. Cons-
tante fixa 8 = 0.9.

E, também foram realizadas simulagoes para encontrar os valores de w; para diversos
valores de Reynolds e a. Para cada simulacao é possivel determinar a curva neutra, ou
seja, onde os valores de w; = 0. Esta curva tem um formato caracteristico de “banana’,
as taxas de amplificacdo menores do que zero w; < 0 estao do lado de fora da banana e as
taxas de amplificacdo maiores do que zero w; > 0 estdo no interior da mesma. A Figura
2(a) apresenta curvas neutras para 3 diferentes valores da constante , mantendo-se fixo
o Weissenberg Wi = 10.0. Na mesma figura é apresentada a curva neutra para o fluido
newtoniano. Pode-se observar que o comportamento do escoamento nao é monotonico
com a variacao de . Observa-se que o escoamento com (§ = 0.9 apresenta uma regiao
estavel maior do que a obtida para o escoamento newtoniano. Porém diminuindo-se mais
o valor de 8 a regiao instdvel tende a crescer.
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Para verificar a influéncia do nimero de Weissenberg na estabilidade do escoamento
foram realizadas analises através da LST mantendo-se fixa a constante § = 0.9. As
curvas neutras foram obtidas e estdo apresentadas na Figura 2(b). A mesma observacao
realizada na comparacao feita na Figura 1 pode ser feita aqui. Pode-se observar que o
valor de Reynolds critico diminui com o aumento do Weissenberg até o valor igual a 3.
A partir deste valor o Reynolds critico diminui, até se tornar menor do que o encontrado
para Wi = 0 para valores de Wi > 7.

08 L L 08 L L L
5000 6000 790 8000 9000 5000 6000 7000 8000 9000
e

Figura 2: Anélise temporal: comparacao de curvas neutras para diferentes valores de 3 e
Weissenberg Wi: a) Nimero de Weissenberg fixo — Wi = 10.0 e b) Constante fixa § = 0.9.

6 Analise espacial

Os resultados da analise espacial através da LST sao apresentados nesta subsecao.
Neste caso considera-se o w real e o a complexo. Realizou-se simulagoes para encontrar
os valores de «; para diversos valores de Reynolds e frequéncia w;. Para cada simulagao é
possivel determinar a curva neutra, ou seja, onde os valores de a; = 0. Esta curva também
apresenta o formato caracteristico de “banana’e as taxas de amplificagdo maiores do que
zero «; > 0, ou seja, regiao estavel, estdao do lado de fora da banana e as taxas de
amplificagdo menores do que zero «; < 0 (regido instavel) estao no interior da mesma. A
Figura 3(a) apresenta curvas neutras para 5 diferentes valores da constante 3, mantendo-
se fixo o Weissenberg — Wi = 10.0. A curva neutra para o fluido newtoniano também é
apresentada na mesma figura. No caso da andlise espacial pode-se observar também que
o comportamento do escoamento nao é monoténico com a variacao de 5. Observa-se que
0 escoamento com valores de § = 0.9 e 0.8 apresenta uma regiao estavel maior do que a
obtida para o escoamento newtoniano. Porém diminuindo-se mais o valor de [ a regiao
instdvel tende a crescer tornando-se bem mais instavel do que o escoamento de fluido
newtoniano.

Na andlise espacial também foi verificada a influéncia do nimero de Weissenberg na
estabilidade do escoamento através da LST. Nestes casos manteve-se fixa a constante
B =0.9. A Figura 3(b) apresenta os resultados obtidos para as curvas neutras. Pode-se
observar que o valor de Reynolds critico diminui com o aumento do Weissenberg até o valor
igual a 2.5. A partir deste valor o Reynolds critico diminui, até se tornar igual ao obtido
para Wi = 0 em Wi = 7.5. Para valores de Weissenberg maiores do que 7.5 observa-se que
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0 escoamento apresenta uma regiao estdvel maior, com tendéncia a aumentar esta regiao
quanto maior for o Weissenberg.

newtoniano

0.16 v L L 0.16 L L v
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e e
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Figura 3: Analise espacial: comparagao de curvas neutras para diferentes valores de (3 e
Weissenberg Wi: a) Nimero de Weissenberg fixo — Wi = 10.0 e b) Constante fixa § = 0.9.

7 Conclusoes

Neste trabalho a teoria de estabilidade linear foi utilizada para investigar a con-
veccao das ondas de Tollmien-Schlichting no escoamento de Poiseuille para o modelo de
fluido Oldroyd-B. A fim de avaliar as curvas neutras de estabilidade, diferentes valores
de parametros adimensionais sao testados para os escoamentos de fluidos Newtoniano e
nao-Newtoniano. Os resultados obtidos mostraram que os escoamentos tornaram-se mais
instaveis a perturbagoes nao-estaciondrias & medida que # diminuiu, e também que a taxa
de crescimento dos escoamentos diminuiu com o nimero de Weissenberg.
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