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Resumo. Neste artigo foi desenvolvido o algoritmo array réapido do filtro para sistemas
lineares sujeitos a saltos Markovianos com variacao estruturada dos parametros. Este tipo
de algoritmo, que foi originalmente desenvolvido para filtros de sistemas no espago de estado,
além de conservar as boas propriedades numéricas do algoritmo array raiz quadrada, possui
a vantagem de poder ser aplicado a sistemas cujos parametros variam no tempo de forma
estruturada.
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1 Introducao

Filtragem para sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos (SLSM) tem sido um
tema largamente estudado na literatura. Em [1] foi desenvolvido o estimador linear minimo
médio quadréatico (LMMSE, sigla em inglés) para SLSM, baseado na equagao algébrica
de Riccati. Apesar deste tipo de filtro ser muito 1util em aplicages online, foram detec-
tados alguns problemas nos calculos da equacao de Riccati como, por exemplo, erros de
arredondamentos que tornam a recursao da equacao de Riccati instdvel numericamente.
Para resolver estes problemas, foram propostos algoritmos alternativos para os céalculos
dos filtros, a saber: os algoritmos array raiz quadrada [4] e os algoritmos array répidos [5].
Estes métodos tém sido aplicados na literatura como um recurso para aliviar problemas
computacionais, associados a equagao de Riccati usadas nos filtros.

Os algoritmos array rapidos apresentam vantagens computacionais se comparados com
a implementacao da equagao de Riccati, como a reducao da faixa dinamica dos nimeros
calculados em implementacao por aritmética de pontos fixos e calculos mais seguros e
rapidos da matriz de covaridncia do erro de estimativa. Estes foram originalmente apli-
cados para sistemas no espago estado, em situagoes onde os parametros do sistema sao
invariantes no tempo [2], ou quando o sistema possui pardmetros com certa varia¢gdo no
tempo estruturada [3]. Para esta tltima classe de sistemas, os algoritmos array rapidos sdo
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denominados recursao de Chandrasekhar estendida. Os algoritmos array réapidos para fil-
tragem de SLSM com variacao estruturada dos parametros ainda nao foram desenvolvidos
na literatura. Este artigo pretende preencher esta lacuna.

2 Preliminares

O algoritmo array rapido estendido desenvolvido neste trabalho estd baseado sobre o
seguinte SLSM discreto no tempo

rit1 = Feri+ Gieu,
vi = H;e,xi+ D;e,v;i para ¢2>0, (1)

sendo x; € R" a variavel de estado, u; € RP a variavel de distirbio do estado, y; € R™ a
variavel de saida, e v; € R? a varidvel de disturbio da saida; {©;} é a cadeia de Markov
discreta no tempo com espaco de estados finito {1,..., N} e a matriz de transigdo de
probabilidade P = [p;i]. Seja m;j := P(©; = j); Fix € R™", G € RVN H; o € R4,
e D e R™M*®2 (k=1,...,N) as matrizes de parametros variantes no tempo de dimensoes
apropriadas. Os distirbios aleatérios {u;} and {v;} sdo assumidos como tendo média nula,
sao estacionarios e mutuamente independentes com matrizes de covariancia iguais a U; e
V; respectivamente. zolg,—g}, k¥ = 1,..., IV, sao vetores aleatérios com & {wol{eozk}} =
. (sendo que 1;y denota a medida de Dirac) e E{xoxgl{gozk}} = Vi; x0, {O;} sdo
independentes de {u;} e {v;}.

As estimativas sao desenvolvidas considerando a seguinte variavel de estado aumentado

5= [ . 2Ty e v,

Zik = xil{@i:k} S (2)
De acordo com [1], o modelo aumentado de (1) é escrito como

zigr = Fizi + i,
Yyi = HMizi+ i, para >0, (3)

sendo as matrizes de parametros dadas por

pultii ... pviFinN
Fi = : : e RNPN U= [Hin ... Hin| € RN (4)

mnFi1 ... pnnFin

as varidveis de distirbio de saida e estado ¢; e 1; sdo dadas, respectivamente, por

i = Dje,w;, ;= Mip1z; + 9. (5)
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sendo

_ T
Mitia (1g@is1=k} — P1k)Fin

M1 = : yMig1p = : ,
| M N (14@,1=k} — PNE)Fi N

[ 1i6,,,=13Gie,ui

¥ = :

! 1{®i+1:]\.f}Gi,@iui

As matrizes de segundo momento associada as varidveis de disturbio ; e ; sao
R; = E{pip] } = DD},
Wi = E{vipy } = diag[Ziy1 4] — Fi (diag [Zi,kD}—z‘Ta

sendo

Di:= [ DyymaW? . DinmnWi? ], man = P(6i = k),

Zi = diag|Zix), Zig = E{zinzi}
e Zir, > 0,k=1,...,N sao dados pela equagao recursiva

N N

v ._ T T

Zog = Vi, Zig1g = E pikki i Zi i F; + E mi,ipikGi G js
j=1 j=1

O filtro LMMSE desenvolvido em [1] é dado por

N
Tils = Zi,jlis
J=1
D=2+ T HT(H-Z” le.T+R4)—1( — HiZiio1)
i+ ~ii—1 ili—1714 145|i—171; 1 Yi 1%4|i—1)»
~ L . T 71T ~ L ~
20|]-1 = E(20) = [/h MN} 2. e }—izi—l\i—h
Zg|—1 = 1o,

Zii = Filifi 1 Fl — Fillyia M (MiZyia M + Ri) ™ HaZy o F + Wi

(10)

11

12
13

)
)
)
14)

(
(
(
(

3 Algoritmo Array Rapido para SLSM

O algoritmo array rapido, deduzido neste trabalho, é baseado no seguinte resultado

fundamental.

Lema 3.1. [2] Sejam A e B matrizes n x m (com n < m), e seja J = diag (I, —1,)
uma matriz assinatura com p+q = m. Se AJAT = BJBT € nao-nula, entdo existe uma

matriz J-unitiria = tal que A = BZE.
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O algoritmo array rapido do filtro LMMSE foi desenvolvido considerando os parametros
Fix, Gi e H;j do SLSM (1) variantes no tempo de forma estruturada, esta variacao é
feita utilizando uma matriz @i,j € R™*™ conveniente. Os parametros F; e H; do modelo
aumentado (3) variam utilizando as matrizes ¥; € RV"*N" obtida por

U, ... 0
U, = diag[¥;] = oo . (15)
0 ... ¥,

A variacao dos parametros é definida de acordo com as seguintes regras
Fiy1,9, .=V 1 Fj, Uip1Giji=Giy1j, Hij:=H;1,9,. (16)
O parametro R;, definido em (7), varia pela equacao de diferenga
0R; :== Ri;1 — R; = V;N; VL. (17)
Os parametros F; e H; do modelo aumentado variam de acordo com
FirVi =W Fi, Hi=Hi1 V. (18)

No préximo resultado, o algoritmo array rapido para o calculo da equacao de Riccati
em (14), como segue:

Algoritmo Array Rdpido Estendido para LMMSE

Passo 0: Condicoes Iniciais

ZO\—I = HO)

Znjo == FoZaoFo — FoZvoMs (HoZyoMg + Ro) ™" HoZyoFy + diag [Z1x] — Fo (diag [Zox)) Fg
LoSoLg = Zyjo — WoZo-1%5,  VoMoVy = Ri — R, (19)
QoEQQO = diag [Kl,kAl,kak] — ]:1 (diag [KO,kAO,ng:k]) JrlTa

Kpo = ]:021|0H0TR;§/2, Rep = HoZ1oHs + Ro,

Passo 1: Calcule L;y1 usando uma matriz (I ®S;® M; ® E;)-unitdria T'; de dimensdes

apropriadas
RV HinLi Vi 0|, _|RZA, 0 00 20)
1 T
Vi1 Ky Fivily 0 Q; Kpit1 Liyn 0 0
sendo
LiSiL] = Zip1y — ViZy Y], ViMiVi' = Ripy — Ri,
Q:E;Q; = diag [Ki+1,kAi+1,kKZ|.1,k] — Fi+1 (diag [szAszsz]) Fla, (21
Kpi = FiZy HIR.[” Rei:=HiZy M + R,
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5
Passo 2: Se desejado, Zi_;’_Q‘Z'_j’_l pode ser calculado como
Zivolivr = Vi1 211V + Lisa S Ly (22)
Prova: Considere a equacao de Riccati em (14), dada por
> _ 5 T 5 T 5 T -1
Zivolivn = FirrZigniFivr — Firr ZigiHipn(Hiv1 ZigiHiga + Rita)
X Mit1Zi1;Fi + diag [Zigo k) — Fira (diag [Ziga k) Fis (23)

sendo, R;11 = DZ-HDZH.
Adicionando o termo —W¥; Zz‘+1\z“1’iT+1 em ambos os lados de (23), obtém-se
Zivotisr — Vi1 Z1 iV = =01 Z 0O+ Fi1 Zig i Fh oy — Fir1ZoiMl, (24)
i+2]i+1 t+1 40410 ¥ 441 140410 F 441 t+14441iY 41 t+1 4041|0741
X (Hig1 ZipiHi + Riv1) " His1 Zig i Fier + diag [Zio k] — Fir (diag [Zig1x]) Fiyo-

O lado direito da equagao (24) é o complemento de Schur do bloco—(1, 1)

> T > T
Hiv1 21" + DiaDigr HigaZipiFip

25
E+lzi+1|iH?+1 4% (25)

W = Wi Z1i Wi+ Firr1 ZigiFi + diag [Ziga k] — Fisr (diag [Ziga k) Flyo (26)

Considere agora, as defini¢oes de (21), os parametros variando no tempo conforme (18)
e a diferenga (17). A matriz (25) pode ser fatorada como

T/2

r0 00 R Kgi\I’iTH
1 2 b b

Re,/i HipaLi Vi 010 5 0 0 Lz‘THz‘TH L?-Eal (27)

Wip1Kp; FigrLi 0 Q| |0 0 M; 0 Vi 0

0 0 0 FE 0 QF

Consequentemente, o pré-array é dado por
R;/f Hipnli Vi 0 (28)
Vi1 Kp; Firali 0 Qy

Do Lema (3.1), existe uma matriz J—unitéria I';, com J = diag(I, S;, M;, E;), que
triangulariza A;

RY? HipiLyg Vi O

e,

Vi1 Ky Firil; 0 Q;

T, — [;( g} , (29)

para obter os elementos X, Y, Z, pode-se elevar o quadrado de ambos os lados da equagao
(29) e comparar os respectivos elementos.
Consequentemente, o pés-array pode ser escrito como
1/2
Re,i—l—l 0

(30)
Kpit1 Lit
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4 Exemplo Numérico

Nesta secao, serd apresentado um exemplo numérico do algoritmo array rédpido para
filtragem de SLSM. Os dados para simulacao sao os seguintes

F1:[0.7 0],F2:[0.6 0}’G1:[0.87 0]7G2:[0.87 0],

0.1 0.1 0.1 0.2 0 1.2 0 1.2
T T T
0.01 0.01 0.05 0.9 0.1
= [P0 ) [0 [0 ][99 00

Foram calculados os valores de ” ~Z-|,~_1”para trés diferentes implementacoes: ponto
flutuante, ponto fixo para equacao de Riccati explicita e para o algoritmo array rapido. O
célculo feito com ponto flutuante foi utilizado como referéncia. Os desempenhos, tanto da
equacao de Riccati quanto do algoritmo array rapido, sao idénticos com ponto flutuante.
Para o célculo com ponto fixo, foi usada uma arquitetura em 16-bits que pode representar
nimeros no intervalo de —65.543 a 65.543. Essas implementacoes foram feitas via MatLab
através do fix-point Simulink toolbox. Pode-se notar na Figura 1, a vantagem do algoritmo
array rapido em comparacao com a implementacao por equacao de Riccati explicita. Com
o algoritmo array rapido, o resultado do calculo em ponto fixo foi equivalente ao resultado
obtido no calculo em ponto flutuante. Na Figura 2, podemos ver que os valores maximo
e minimo singulares de ” L;”tendem a zero logo nas primeiras iteracoes, demonstrando a
eficiéncia na velocidade do algoritmo.

4 081 9% 222009000000020000009900006000090000

0.6

o
0.4
05
— Ponto Flutuante (Riccati) — Ponto Flutuante (Riccati)
© Ponto Fixo (Riccati) 02 © Ponto Fixo (Riccati)
= = =Ponto Fixo (Array Rapido) = = =Ponto Fixo (Array Rapido)
o o
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
iteragoes iteragbes
(a) Primeiro Valor Singular (b) Segundo Valor Singular
058 0.7
N N °o°°°°°°oo°°°°o° °°0°M,c,cmoooeoor:n'.chx)c.\oo
- o 000 0.6 o°
9 o
06 P 5% g
o
04f © =
0.4 o
03
02 — Ponto Flutuante (Riccat) 02 — Ponto Flutuante (Riccati)
@ Ponto Fixo (Riccati) 01 © Ponto Fixo (Riccati)
= = =Ponto Fixo (Array Rapido) : = = =Ponto Fixo (Array Rapido)
o o
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
iteragoes iteragoes
(c) Terceiro Valor Singular (d) Quarto Valor Singular

Figura 1: Valores Singulares de Z !

ili—1
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Figura 2: Valores Singulares de L;

5 Conclusoes

Neste artigo, foi desenvolvido o algoritmo array rdpido com variacao estruturada dos
parametros do filtro recursivo LMMSE para SLSM. No exemplo numérico apresentado foi
verificado que este algoritmo é numericamente mais estavel, além disso, possui um esforco
computacional menor.
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