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Resumo. A matemadtica intervalar tem sido cada vez mais utilizada como uma alternativa
para tratar problemas nos célculos com nimeros de ponto flutuante, uma vez que operar com
esse tipo de dado pode levar a resultados com erros. O resultado é apenas uma aproximagao
de um valor real e erros gerados por arredondamentos ou por instabilidade dos algoritmos
podem levar a resultados incorretos. A definigdo da aritmética intervalar mais conhecida
e mais utilizada é a de Moore em 1966. Apds, varias contribuigdes foram feitas quanto as
operagoes intervalares, como por exemplo o calculo da multiplicagao intervalar com base na
classificagao em que os intervalos se encontram. Mais recentemente, uma nova aritmética
intervalar foi desenvolvida, chamada aritmética intervalar multidimensional RDM. Com di-
ferentes maneiras para a multiplicacao intervalar, o objetivo do trabalho é comparar os
trés processos: multiplicagao definida por Moore, multiplicagao com base na classificagao
em regioes e a multiplicacao definida na aritmética RDM, apresentar resultados numéricos
quando aplicados em uma equacao e realizar a andlise numérica através das métricas de
Erro Absoluto e didmetro dos intervalos solugao. Diante dos resultados é possivel afirmar
que a aritmética multidimensioal RDM retorna intervalos solu¢ao com mais qualidade.

Palavras-chave. Matematica Intervalar, RDM, Multiplicagao Intervalar

1 Introducao

Os computadores empregam aritmética chamada de ponto flutuante ou ponto fixo.
Nesta aritmética, nimeros reais sao aproximados por um subconjunto finito de nimeros
reais chamados numeros de maquina representaveis. Devido a esta representagao sao
gerados erros. Tais erros podem ocorrer quando um valor real de entrada é aproximado
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por um numero de maquina, quando resultados intermediarios sao gerados na execugao
de cada operacgao e vao se acumulando, ou ainda, um outro tipo de erro relacionado com
a incerteza dos dados de entrada, o que acontece muito em casos de experimentos fisicos
e quimicos onde os dados de entrada sao incertos [8].

A analise intervalar surgiu com o objetivo inicial de controlar a propagacgao de erros
numéricos em procedimentos computacionais. Ela traz uma garantia de resultado correto,
uma vez que o valor real sempre estd contido no intervalo solucao. A realizacao das
operagoes ¢ feita por meio de nimeros de ponto flutuante, isto é, os extremos do intervalo
x sdo nimeros de maquina z,,r e T,y [3-5].

Entretanto, é preciso que o intervalo solucao tenha qualidade. Para analisar a qualidade
deste intervalo é preciso utilizar métricas como diametro, erro absoluto, erro relativo, entre
outras.

Dentre as diversas maneiras de se calcular o produto entre intervalos, o objetivo do pre-
sente trabalho é apresentar as definigoes devidas a Moore, Vaccaro e Piegat e Landowski,
mais utilizadas para essa operacgao e, através de uma aplicacao, apresentar e discutir os
resultados. Adicionalmente, realiza-se uma andlise numérica para cada processo, podendo
entao verificar qual o melhor método a ser utilizado. A seguir sao descritos os trés dife-
rentes processos adotados no presente trabalho: Moore, Vaccaro e RDM.

2 Diferentes Processos para Multiplicacao Intervalar

Nesta secao serao apresentados os diferentes processos de multiplicacao intervalar que
serao adotados e analisados neste trabalho.

2.1 Multiplicagao definida por Moore

Na aritmética intervalar desenvolvida por Moore [3] todas as operagbes aritméticas
bésicas estao definidas com o tipo intervalo, sao elas: adicao, subtragao, multiplicacao e
divisao.

Pelas defini¢oes de Moore os calculos com intervalos ocorrem sobre conjuntos, ou seja,
quando se realiza uma operacao de adi¢ao entre dois intervalos, por exemplo, o intervalo
resultante ¢ um novo conjunto contendo as adicoes de todos os pares de ntimeros das duas
séries iniciais. Nessa aritmética, quando o método de extensao intervalar é aplicado, apenas
os extremos do intervalo sao considerados, isto é, somente os valores que representam os
limites do intervalo sao utilizados nos calculos.

Abaixo encontra-se a operacao de multiplicacdo definida por Moore, a qual sera uti-
lizada neste trabalho. As demais operactes aritméticas basicas podem ser facilmente
encontradas na literatura.

r xy = [min{zy, 2y, Ty, Yy}, maz{zy, 2y, Ty, TY}]. (1)

Caso os dois intervalos sejam positivos, a multiplicacdo pode ser feita da seguinte
maneira:
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T Xy = [zy, TY].

(2)

Uma das primeiras partigdes de IR conhecidas é a sugerida por Moore [3], a qual
baseia-se nos sinais dos extremos dos intervalos: ++, —+ e ——. Esta particao permitiu-
lhe definir expressoes otimizadas para o calculo da multiplicagdo de intervalos, sendo que
apenas um de nove casos apresentados necessita de mais de dois produtos de reais para
ser obtido [3]. Sejam A = [z,Z] e B = [y, 9]:

er>0ey>0=AxB=[zxy,Txy|

e r>0ey<0<y=>AXxB=[Txy,T x|

e x>0ey<0=AXB=[zxyxz x|

¢ 2<0<ZTey>0=AxB=[zxy,Txy|

¢ 2<0<zey<0<y=AxB=[min{z xy,Txy},max{z xy,T x g}
¢ 2<0<ZTey<0=>AXxB=[Txy,zxy|

e 2<0ey>0=AxB=[zxy,Txy|

e 2<0ey<0<yg=>AxB=[zxyzxy

T<0ey<0=AxB=[zxy,zX

Para fins de implementagao em computadores, pode-se minimizar os célculos feitos
no caso da multiplicacdo, considerando-se os sinais dos extremos dos intervalos, os quais
levam aos nove casos apresentados acima.

2.2 Cobertura de intervalos reais na multiplicagao segundo Vaccaro

Abaixo apresenta-se a definicdo de cobertura de intervalos com separacao de fronteiras
proposta por Vaccaro [9] e que serd utilizada na comparacao de resultados ao final do

trabalho.

Definicao 2.1. (Cobertura de IR com Separagdo de Fronteiras): seja [z] € IR. Entdo [z]
pertence a somente uma das oito regides, denominadas O, I, BI, II, BII, III, BIIl e IV,

conforme especificado a sequir:

[z] € O,
[z] € I,
[z] € BI,
[x]eIl, (z<0<=Z
[z] € BII, (z<0<
[z] € ITI, (z<0<
[z] € BIII, z
[z] € IV, z
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<z
<Z
Alz] <z
ANzl =1z
A(lz] >z
=0
<0
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~— — —

( [z] € O, z=2=0

[z] €I, m(z])>0Az>0
[x] € BI, m([z]) >0Az=0
[] € IT, m([z]) >0Az<0

““ N\ 2] € BII, m(lz])=0AZ>0
[] € ITI, m([z]) <0AZ>0

[z] € BIII, m([z]) <0AZ=0
[] € IV, m([z]) <O0AZ <0
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Além disso, o autor mostra que partindo-se de um elemento da regiao I e seguindo até
um elemento da regiao IV tem-se uma varredura de intervalos com relacao ao volume de
contribui¢ao de seus componentes positivos e negativos e que é coerente com as coberturas
anteriormente referidas. Logo, a seguinte nomenclatura é adotada:

Definigao 2.2. (Nomenclatura para a Cobertura de IR pela Contribuicio de Sinais): seja
[z] € IR. Entao:
[z] € O = [z] € dito nulo;

[x] € I = [z] € dito estritamente positivo;

[x] € BI = [z] € dito ndo negativo;

[x] € II = [z] € dito nao assimétrico positivo;
[x] € BII = [z] € dito simétrico;

[x] € IIl = [x] € dito assimétrico negativo;
[x] € BIII = [z] € dito nao positivo;

[x] € IV = [z] € dito estritamente negativo.

A partir dessa definicdo de regides, apresenta-se um teorema para o calculo da multi-
plicagao intervalar com base na classificacdo em que os intervalos se encontram.

Teorema 2.1. (Classificagcio e Cdlculo da Multiplicagao Intervalar): sejam [x] € IR e [y]
€ IR. Entao o produto [t]*[y] é calculado conforme a Figura 1.

Figura 1: Regras para o cdlculo da multiplicacao.

[¥]

[xT*[y]
(0] I ‘ BI ‘ 11 ‘ BII ‘ 11 ‘ BIII ‘ v

BI [0:X*¥] [X*y;0]

11 [min{x*¥.X*y}:X*¥] [X*y:max{x*y.X*¥}]

*
* %

[x]

BII [x*yx*y]

*
*

*

< 2l =
[ 1% = =

%

e v < =<l

| ] [

I [x*yimax{x*y,X*¥}] [min{x*y,X*y};

BIII [x*¥:0] [0;x*y]

v [x*y:x*y] [x*y:x*yl

2.3 Multiplicagao aritmética multidimensional RDM

Na aritmética definida por Moore existem algumas limitagoes com cédlculos de interva-
los, como intervalos com didmetro muito grande, por exemplo. A fim de contornar essa e
outras limitagoes, Piegat e Landowski [6,7] desenvolveram uma nova aritmética intervalar,
chamada aritmética intervalar multidimensional RDM.
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A abreviatura RDM (do inglés, Relative Distance Measure) significa Medida da Distancia
Relativa, sendo caracterizada como multidimensional por cada novo parametro de incer-
teza de um sistema aumentar a sua dimensionalidade. Assim, quando um dado um valor
x pertencente a um intervalo x, ele é descrito da seguinte maneira:

x={r:z=zx+ ax(T—2)}, (3)

onde a, € [0,1] é uma variavel RDM.

A Figura 2 abaixo ilustra um intervalo x e o valor da variavel .

Figura 2: Varidvel a.

A partir do entendimento de como sdo tratados os intervalos na aritmética multidi-
mensional, abaixo define-se a operacao de multiplicacao nesta aritmética. Considere os
intervalos x e y, definidos como:

x={z:z=x+a,(T—2)},a, € [0,1],

y={y:y=y+oyy -y} ay € 0l]
Assim, o produto intervalar entre os intervalos x e y é:

x Xy ={[z+a,(T—2z)] X [y+ay(y —y); @z, oy € [0,1]}.

A presente secao apresentou as propriedades e processos de calcular uma operacao
de multiplicacao de trés diferentes maneiras. Na multiplicacao definida por Moore, é
possivel calcular o resultado do produto de dois intervalos, no qual os extremos sao os
valores minimo e maximo das multiplicagoes entre os extremos dos intervalos multiplica-
dores. J& Vaccaro definiu casos com expressoes otimizadas para o calculo da multiplicagao
de intervalos, tornando o cdlculo mais rapido e simples, matematicamente. Por tultimo,
apresentou-se o calculo de multiplicagao utilizado na mais recente definicao de aritmética
intervalar, a aritmética multidimensional RDM. O diferencial nessa definicdo é que sao
usadas varidveis do tipo RDM, além de que a cada novo parametro aumenta-se a dimen-
sionalidade do sistema.

A préxima secao apresenta os resultados com comparagdes numéricas entre os trés
diferentes calculos de multiplicacao a partir de um exemplo. Além do resultado intervalar,
realiza-se a andlise de qualidade desse intervalo solugao com métricas de didmetro e erro
Absoluto.
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3 Resultados

Para comparar os resultados das diferentes multiplicacoes, foi escolhido um exemplo
de multiplicagao do trabalho de Landowski [2]. Abaixo encontra-se a equagao utilizada na
aplicacao.

C=A—A% (4)

A partir da equagao (4), podemos escrevé-la de duas outras formas, como mostram as
equagoes (5) e (6):
C=A(1-A). (5)

C=(A-1)+(1-A)1+A). (6)

A computac@o de intervalos fornece as medidas intervalares de Erro Absoluto (EA),
conforme equagao (7), e Erro Relativo (ER), para a andlise do erro (ou qualidade do
intervalo). Outra métrica muito utilizada em intervalos é o diametro, ou comprimento, do
intervalo, calculado através da diferenga entre os limites superior e inferior: w(x) =z —z.

w(x)

EA= |z —m(x)| < — (7)

onde m(x) = (£42) é o ponto médio do intervalo x.

Observa-se que nas medidas de erros, utiliza-se o ponto médio m(x) do intervalo x
para medir a distancia do valor real em relagao ao valor pontual do intervalo.

Salienta-se que neste trabalho nao foi possivel utilizar a medida de erro relativo, pois
os intervalos do exemplo incluem o zero.

Calculando o valor de C das equagoes (4), (5) e (6), para A = [0,2], usando a aritmética

de Moore, Vaccaro e RDM, obtém-se os seguintes resultados:

Tabela 1: Intervalo solucao, didmetro e erro absoluto de cada mutiplicagao.

Moore Vaccaro RDM
Sol. | w(x) | EA | Sol. | w(x) | EA Sol. | w(x) EA
6 0<3|[-4,2] 6 0<3|[21/4] | 225 | 0<1.125
4 0<2|[-22] 4 0<2|]-21/4] | 225 | 0<1.125
8 0<4][-44] 8 0<4][21/4] ] 2.25 | 0 < 1.125

Eq.

||
[S1] TSN
S— [ | —
1
[\
DO

(=)

A partir da Tabela 1 é possivel verificar que nas aritméticas de Moore e de Vaccaro
os resultados para as trés equagoes foram iguais. Era esperado, pois a multiplicacao de
Vaccaro é uma extensao do que foi definido por Moore. Sobre a diferenca entre os resulta-
dos das trés equagoes, as quais sao somente uma escrita diferente de uma mesma equacao,
¢é claramente notavel que a aritmética de Moore tem limitacoes quanto ao tamanho do
intervalo, uma vez que nas equacoes (4) e (6) o intervalo resultante possui diametro maior
que o intervalo para a equacao (5). J& o resultado obtido com a aritmética RDM mostrou
um intervalo solucao igual para todas as equagoes e com um didmetro menor os de Moore
e Vaccaro.
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Com a andlise do erro absoluto verifica-se que em todos os casos a desigualdade é
satisfeita, e a aritmética de RDM retornou um erro menor, reforcando a qualidade ja
observada com o diametro.

4 Conclusoes

A aritmética intervalar gera resultados com uma garantia de sua incerteza, pois os
possiveis erros estdao contidos nesse intervalo solucao. A partir disso, cada vez mais vem
sendo utilizada em substituicdo da aritmética convencional, principalmente em sistemas
criticos, os quais necessitam de resultados exatos.

O objetivo deste trabalho foi apresentar trés diferentes processos de multiplicacao
intervalar e analisar a qualidade dos resultados gerados por cada processo.

A andlise numérica, realizada através da verificagdo do didmetro e erro absoluto do
intervalo solugao, permite confirmar a qualidade do resultado e afirmar que a aritmética
RDM retorna intervalo solugao com menor didmetro e erro para a operagdo de multi-
plicacao, em comparagao com os processos de multiplicagdo devido a Moore e Vaccaro.
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