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Um modelo matemático para Hepatite B de ordem fracionária
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Resumo Neste trabalho apresentamos um modelo matemático para a Hepatite B de ordem
não inteira. Para esse modelo faremos a análise de estabilidade local usando o critério de
matriz aditiva composta, bem como simulações numéricas, que se mostraram de acordo com
os resultados teóricos obtidos.
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1 Introdução

A Hepatite B é um problema de saúde pública que afeta aproximadamente cem milhões
de pessoas em todo o mundo. No Brasil, cerca de 15% da população já foi contaminada
com o v́ırus e 1% das pessoas é portadora crônica da doença [8, 9] . É transmitida pelo
v́ırus HBV, que causa irritação e inflamação do f́ıgado. Sua transmissão pode ocorrer
por meio de relações sexuais e transmissão sangúınea. Entre os principais sintomas estão
febre, fadiga, perda de apetite, náuseas, vômitos, dor abdominal, urina escura, dor nas
articulações, entre outros [7].

Devido a tudo isso, tem-se estudado novas formas de prevenção e controle da doença.
Do ponto de vista matemático, novas ferramentas vem surgindo que auxiliam a compreen-
der a dinâmica da doença, dentre essas ferramentas podemos destacar o cálculo fracionário.

A utilização de conceitos e técnicas do cálculo de ordem não inteira tem possibilitado
importantes resultados em várias áreas do conhecimento, como biomatemática, qúımica,
biologia, entre outros [1, 5].

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo matemático para o modelo da Hepatite B
de ordem fracionária e comprovar esses resultados teóricos por meio de simulação numérica.
O trabalho está organizado como segue: na seção 1 uma breve introdução ao trabalho; na
seção 2 os principais conceitos de cálculo fracionário; na seção 3 a análise de estabilidade;
na seção 4 as simulações numéricas e na seção 5 as principais conclusões.
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2 Preliminares

Nessa seção, serão introduzidos alguns conceitos da teoria de cálculo fracionário indis-
pensáveis ao desenvolvimento do trabalho. Mais informações podem ser vistas em [1,5].

2.1 Cálculo Fracionário

A partir da generalização do conceito de fatorial, feito através da função gama, vamos
introduzir a integral fracionária de Riemann-Liouville.

Definição 2.1. Seja f(t) uma função integrável. Utilizamos a generalização do conceito
de fatorial pela função gama para definir a integral de Riemann-Liouville de ordem α de
f(t), denotada por Iαf(t), como

Iαf(t) = ϕα(t) ∗ f(t) =
∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α)
f(τ) dτ. (1)

na qual o śımbolo ∗ denota a convolução de Laplace, ϕα(t) a Gel’fand-Shilov, definida para

α ̸∈ Z−, como ϕα(t) =


tα−1

Γ(α)
se t ≥ 0

0 se t < 0
e Γ(α) =

∫ ∞

0
e−ttν−1dt.

Definição 2.2. Sejam f(t) uma função diferenciável, m ∈ N e α ̸∈ N tais que m − 1 <
Re(α) < m, quando α = m, temos a definição usual. A derivada de ordem α no sentido
de Caputo é definida como sendo a integral fracionária de uma derivada de ordem inteira,
de forma que a lei dos expoentes faça sentido, isto é,

Dαf(t) = Im−αDmf(t) = ϕm−α ∗Dmf(t). (2)

3 Modelo matemático fracionário

O modelo matemático para Hepatite B de ordem fracionária é constrúıdo com base no
modelo de ordem inteira apresentado por [9].

DαT (t) = s− dT − βV T + ρI

DαI(t) = βV T − δ′I − ρI

DαV (t) = pI − cV

(3)

em que Dα representa a derivada de Caputo de ordem α, 0 < α ≤ 1 e T, I, V representam
respectivamente o número de células não infectadas, células infectadas e v́ırus livres, d a
taxa de morte de células, δ′ a taxa de morte de células infectadas, ρ a taxa de cura, c a
taxa de liberação de v́ırus livres, δ = δ′ + ρ, a taxa de desaparecimento total de células
infectadas, p é a taxa de produção de v́ırus por célula infectada, β a taxa de infecção de
novas células infectadas e s a taxa de produção de novas células alvo.

Diferentemente do modelo de ordem inteira para a Hepatite B descrito em [9], o sistema
(3) não incorpora o efeito do tratamento das células infectadas em sua formulação. Este
caso será estudado em trabalhos futuros e com a formulação fracionária.
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4 Análise de estabilidade

Nesta seção, estudamos a existência e estabilidade dos pontos de equiĺıbrio do sistema
(3). Para isso faremos uso de alguns teoremas de estabilidade para sistemas de ordem
fracionária [10]. Considere o seguinte sistema de ordem fracionária{

Dα
Cx(t) = f(x(t))
x(0) = x0.

(4)

Definição 4.1. Dizemos que E é ponto de equiĺıbrio de (4), se e somente se, f(E) = 0.

Definição 4.2. O ponto de equiĺıbrio E do sistema autônomo (4) é dito estável se para
todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que se ∥ x0 −E ∥< δ então ∥ x(t)−E ∥< ϵ, para todo t ≥ 0; o
ponto de equiĺıbrio E do sistema autônomo (4) é dito assintoticamente estável se é estável
e se limt→∞ x(t) = E.

Teorema 4.1. [2] Os pontos de equiĺıbrio do sistema (4) são localmente assintoticamente
estáveis se todos os autovalores λi da matriz Jacobiana J, calculada nos pontos de equiĺıbrio

satisfazem |arg(λi)| >
απ

2
.

Teorema 4.2. O sistema (3) apresenta os pontos de equiĺıbrio P 0 :
(s
d
, 0, 0

)
que é o

ponto livre da doença e P 1 :

(
c(δ′ + ρ)

βp
,
βps− cdδ′ − cdρ

βδ′p
,
βps− cdδ′ − cdρ

βδ′c

)
que é o ponto

infeccioso.

4.1 Razão de Reprodução básica

Definição 4.3. A razão de reprodução básica, R0, é definido como o número de infecções
secundárias produzidas por cada indiv́ıduo infectado dentro de uma categoria particular de
risco, logo após o ińıcio de uma enfermidade.

Para a Hepatite B o R0 é visto como o número de novas células infectadas que surgirão
a partir de uma única célula infectada.

O processo para o cálculo do R0 é descrito em [4,6]. Para o sistema (3) tal parâmetro
calculado neste trabalho é

R2
0 =

pβs

cdδ
.

4.2 Análise de estabilidade

Teorema 4.3. Se R0 < 1 o ponto de equiĺıbrio P 0 é localmente assintoticamente estável.

Demonstração: A matriz Jacobiana do sistema (3) no ponto P 0 é dada por

J(P 0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−d ρ −βs

d

0 δ′ − ρ
sβ

d
0 p −c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (5)
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Usando a relação δ = δ′ + ρ, temos os autovalores

λ1 = −d, λ2 =
−(δ + c)−

√
∆

2
, λ3 =

−(δ + c) +
√
∆

2

em que ∆ = (δ + c)2 + 4β
s

d
p− 4cδ. Como por hipótese R0 < 1 temos β

s

d
p < cδ. Com isso

∆ > (δ + c)2 + 4β
s

d
p− 4β

s

d
p

∆ > (δ + c)2.

Isso implica que ∆ > 0. É fácil ver que λ1 e λ2 são negativos. Por outro lado

λ3 =
−(c+ δ) +

√
(δ + c)2

2
< 0.

Portanto, λ3 tem parte real negativa, o que implica que todos os autovalores da matriz
Jacobiana (5) são negativos. Então |arg(λi)| = π. Desta forma, pelo teorema (4.1) temos
que o ponto de equiĺıbrio P 0 é localmente assintoticamente estável.

Mostraremos agora a estabilidade local do ponto de equiĺıbrio P 1 com base no critério
de matriz aditiva composta (MAC). Para isso introduzimos a seguinte definição e faremos
uso do próximo Lema. Para mais detalhes veja [12].

Definição 4.4. Se A = aij é uma matriz n× n, então a k-ésima matriz aditiva composta

A[k] de A é

(
n
k

)
×

(
n
k

)
dada por A[k] = |D(I + hA)(k)| = 0, onde D é a diferencial

em relação a h. Para algum inteiro i = 1, ...,

(
n
k

)
, seja (i) = (i1, ..., ik) o i-ésimo termo

na ordenação lexicográfica de todos as k − tuplas de inteiros de forma que 1 ≤ i1 < i2 <
... < ik ≤ in. Então

bij =


ai1i1 + ...+ aikik se (i) = (j)

(−1)r+saisir , se is de i não ocorre em (j) e js não ocorre em (i)
0, se (i) difere de (j) em duas ou mais entradas.

Observação 4.1. Para o caso em que n = 3, as matrizes A[k] são

A[1] = A, A[2] =

 a11 + a22 a23 −a13
a32 a11 + a33 a12
−a31 a21 a22 + a33

 , A[3] = a11 + a22 + a33.

Lema 4.1. Seja M uma matriz real 3 × 3. Se tr(M) < 0, det(M) < 0 e det(M [2]) < 0,
então todos os autovalores de M tem parte real negativa.

A demonstração pode ser encontrada em [12].

Teorema 4.4. Se R0 > 1, então o ponto de equiĺıbrio P 1 é localmente assintoticamente
estável.
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Demonstração: A matriz Jacobiana calculada em P 1 é

J(P 1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−βps− cdρ

cδ
ρ −c(δ + ρ)

p
βps− cdδ − cdρ

δc
δ − ρ

c(δ + ρ)

d
0 p −c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (6)

Com isso mostraremos que as seguintes condições são satisfeitas.

• tr(J(P 1)) < 0.

Pelo fato de que R0 > 1 segue de forma imediata que tr(J(P 1)) =
−βps+ cdρ

(δ − ρ)c
−ρ−c < 0.

• det(J(P 1)) < 0.

Calculando o determinante da matriz (6) temos:

det(J(P 1)) =
−(δ − ρ)

δ − ρ
[(βps− cdδ) + βps+ cdδ]

=
1

δ − ρ
[−δ(βps− cdδ) + ρ(βps− cdδ)]

= −(βps− cdρ)

Portanto, como todos os parâmetros são constantes e positivos e pelo fato de que R0 > 1
temos que βps > cdδ, o que implica que det(J(P 1)) < 0.

• det(J [2](P 1)) < 0.

Seja J [2](P 1) a matriz aditiva composta. Dáı,

J [2](P 1) =

∣∣∣∣∣∣
−V β − d− δ −Tβ Tβ

p −V β − d− c ρ
0 βV −ρ− c

∣∣∣∣∣∣ .
Assim

det(J [2](P 1)) = (−V β − d− ρ)(−V β − d− c)(δ − c) + TβpβV

−[βV ρ(−V β − d− ρ)− Tβp(−δ − c)]

= −[δ(V β + d+ δ)(V β + d+ c) + c(V β + d+ δ)(V β + d+ c)

−βV p(V β + d+ δ) + δ(Tβp) + c(Tβp)] < 0.

Portanto, det(J [2](P 1)) < 0. Pelo Lema 4.1 o ponto de equiĺıbrio endêmico é localmente
assintoticamente estável.
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5 Simulação numérica

Para realizar as simulações numéricas foi utilizado o esquema de diferenças finitas não
clássico (NSFD), como descrito em [3,11]. Os parâmetros biológicos utilizados no modelo
para realizar as simulações estão descritos na Tabela 1 [8, 9]. Além disso as condições
iniciais são T (0) = 1×10−3, I(0) = 9×10−4, V (0) = 3.07×10−4, os parâmetros numéricos
h = 0.1, µ = 3, para a função denominador ϕ(h, µ + 1) e o tempo total de simulação foi
de 500 dias. Finalmente P1 = (0.71; 96.41; 1.10).

Tabela 1: Parâmetros biológicos
Parâmetros µ r d β δ δ′ p c s

V alores 3 1 0.5 1.22× 10−10 1.9 0.1 0.0008 0.7 10

A Figura 1 apresenta a solução numérica para diferentes valores de α para o sistema
(3). Observamos que as soluções convergem para o ponto de equiĺıbrio P1. Logo, esses
resultados numéricos estão de acordo com os resultados teóricos apresentados na seção
anterior. Além disso, observamos que valores menores de α implicam numa convergência
mais lenta para o ponto de equiĺıbrio.
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Figura 1: Soluções Numéricas para T, I, V ao longo do tempo t ≥ 0.

6 Conclusão

Com a crescente ascensão do cálculo fracionário nas mais diversas áres do conhe-
cimento, este trabalho evidencia a importância de se aplicar tal teoria na modelagem
matemática. Assim nesse trabalho foi analisado um modelo de ordem não inteira para
a Hepatite B. Tal estudo se deu de forma anaĺıtica, usando o critério MAC, e de forma
numérica utilizando o esquema de diferenças finitas não clássico.

Observamos pelas simulações numéricas, que os diferentes valores da ordem da de-
rivada permitem comportamentos bastante distintos da solução, sobretudo no tempo de
convergência para o estado de equiĺıbrio. A solução numérica encontrada para o modelo
de Hepatite B era esperada, uma vez que tal solução está de acordo com os resultados
obtidos por meio estudo de estabilidade.

Continuações naturais deste trabalho são as mais diversas posśıveis. Em particular,
espera-se fazer uma comparação do modelo apresentado com dados reais, visando encontrar
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o valor de α que descreve melhor os dados.
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45-54, 2017.

[4] O. Diekmann, A.P. Heesterbeek and G. M. Roberts. The construction of next-
generation matrices for compartmental epidemic models. Journal of the Royal Society
Interface, volume 7, pages 873 - 885, 2009.

[5] K. Diethelm. The analysis of fractional differential equations. Lecture Notes in Mathe-
matics, 2004.

[6] H. Dietz. The estimation of the basic reproduction number for infectious diseases.
Statistical Methods inMedical Research. 1983.
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