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Resumo Neste trabalho apresentamos um modelo matematico para a Hepatite B de ordem
nao inteira. Para esse modelo faremos a andlise de estabilidade local usando o critério de
matriz aditiva composta, bem como simulagoes numéricas, que se mostraram de acordo com
os resultados tedricos obtidos.
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1 Introducao

A Hepatite B é um problema de satide publica que afeta aproximadamente cem milhoes
de pessoas em todo o mundo. No Brasil, cerca de 15% da populacao ja foi contaminada
com o virus e 1% das pessoas é portadora cronica da doenga [8,9] . E transmitida pelo
virus HBV, que causa irritacao e inflamacao do figado. Sua transmissao pode ocorrer
por meio de relagoes sexuais e transmissao sanguinea. Entre os principais sintomas estao
febre, fadiga, perda de apetite, nduseas, vomitos, dor abdominal, urina escura, dor nas
articulacoes, entre outros [7].

Devido a tudo isso, tem-se estudado novas formas de prevencao e controle da doenca.
Do ponto de vista matemadtico, novas ferramentas vem surgindo que auxiliam a compreen-
der a dinamica da doenca, dentre essas ferramentas podemos destacar o cdlculo fracionario.

A utilizacao de conceitos e técnicas do cédlculo de ordem nao inteira tem possibilitado
importantes resultados em varias areas do conhecimento, como biomatematica, quimica,
biologia, entre outros [1,5].

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo matemaético para o modelo da Hepatite B
de ordem fracionéria e comprovar esses resultados tedricos por meio de simulacao numérica.
O trabalho estd organizado como segue: na secao 1 uma breve introducao ao trabalho; na
secao 2 os principais conceitos de célculo fracionario; na secao 3 a andlise de estabilidade;
na secao 4 as simulagoes numéricas e na segdo 5 as principais conclusoes.
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2 Preliminares

Nessa secao, serao introduzidos alguns conceitos da teoria de célculo fracionério indis-
penséaveis ao desenvolvimento do trabalho. Mais informacoes podem ser vistas em [1, 5].

2.1 Calculo Fracionario

A partir da generalizacao do conceito de fatorial, feito através da funcao gama, vamos
introduzir a integral fraciondria de Riemann-Liouville.

Definigao 2.1. Seja f(t) uma fun¢ao integravel. Utilizamos a generalizag¢ao do conceito
de fatorial pela funcao gama para definir a integral de Riemann-Liouville de ordem a de
f(t), denotada por I*f(t), como

_ T)a—l

10 = 6alt) + 1) = [ (trm)

na qual o simbolo * denota a convolugdo de Laplace, ¢o(t) a Gel’fand-Shilov, definida para

f(r) dr. (1)

a—1
—— set>0 1
a g Z_, como ¢o(t) = T'(a) el'(a) = etV dt.
0 set <0 0

Definicao 2.2. Sejam f(t) uma funcao diferencidvel, m € N e a ¢ N tais que m — 1 <
Re(a) < m, quando o = m, temos a defini¢ao usual. A derivada de ordem « no sentido
de Caputo € definida como sendo a integral fraciondria de uma derivada de ordem inteira,
de forma que a lei dos expoentes faca sentido, isto €,

DEf(t) = I D" f(t) = ¢m—a * D™ f(1). (2)

3 Modelo matematico fracionario

O modelo matematico para Hepatite B de ordem fraciondria é construido com base no
modelo de ordem inteira apresentado por [9].

DT(t) = s—dT —BVT +pl
DeI(t) = BVT 81— pl (3)
DYV (t) = pl —cV

em que D representa a derivada de Caputo de ordem «, 0 < o« < 1e T, 1,V representam
respectivamente o numero de células nao infectadas, células infectadas e virus livres, d a
taxa de morte de células, ¢’ a taxa de morte de células infectadas, p a taxa de cura, c a
taxa de liberacao de virus livres, 6 = ¢’ + p, a taxa de desaparecimento total de células
infectadas, p é a taxa de producgao de virus por célula infectada, 8 a taxa de infeccao de
novas células infectadas e s a taxa de produg@o de novas células alvo.

Diferentemente do modelo de ordem inteira para a Hepatite B descrito em [9], o sistema
(3) nao incorpora o efeito do tratamento das células infectadas em sua formulagdo. Este
caso sera estudado em trabalhos futuros e com a formulacao fracionaria.
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4 Analise de estabilidade

Nesta secao, estudamos a existéncia e estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema
(3). Para isso faremos uso de alguns teoremas de estabilidade para sistemas de ordem
fraciondria [10]. Considere o seguinte sistema de ordem fracionaria

Deax(t) = f(x(t))
{ 20 = . (4)

Definigao 4.1. Dizemos que E ¢é ponto de equilibrio de (4), se e somente se, f(E) = 0.

Definigao 4.2. O ponto de equilibrio E do sistema auténomo (4) é dito estdvel se para
todo € > 0, existe 0 > 0 tal que se || zo — E ||< 0 entdo || z(t) — E ||< €, para todo t > 0; o
ponto de equilibrio E do sistema auténomo (4) é dito assintoticamente estavel se € estdvel
e se limy_,o0 z(t) = E.

Teorema 4.1. [2] Os pontos de equilibrio do sistema (4) sao localmente assintoticamente

estdveis se todos os autovalores \; da matriz Jacobiana J, calculada nos pontos de equilibrio
am

satisfazem |arg(N;)| > -5

Teorema 4.2. O sistema (3) apresenta os pontos de equilibrio Pq : <§,0,0) que € o
c(0" + p) Pps—cdd —cdp Bps — cdd' — cdp
Bp 7 Bo'p ’ Bd'c

ponto livre da doenca e Py : < > que € o ponto

infeccioso.

4.1 Razao de Reproducao basica

Definicao 4.3. A razdo de reproducdo bdsica, Ry, € definido como o nimero de infec¢oes
secunddrias produzidas por cada individuo infectado dentro de uma categoria particular de
risco, logo apds o inicio de uma enfermidade.

Para a Hepatite B o Ry é visto como o nimero de novas células infectadas que surgirao
a partir de uma tnica célula infectada.

O processo para o célculo do Ry é descrito em [4,6]. Para o sistema (3) tal parametro
calculado neste trabalho é

s pfs
07 cds’
4.2 Andlise de estabilidade

Teorema 4.3. Se Ry < 1 o ponto de equilibrio Py é localmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao: A matriz Jacobiana do sistema (3) no ponto Py é dada por

Bs
—d p _?
J(Py) = / 8B . (5)
0 0 d—p y
0 P —c
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Usando a relagao § = ¢’ + p, temos os autovalores

~(0+0-vVA | -0+ +VA
2 A 2

A =—d, Ay =
em que A = (6 +¢)2 + 45217 — 4¢d. Como por hipétese Ry < 1 temos ng < ¢d. Com isso
A > (540 +487p—4Bp

A > (6+¢)2
Isso implica que A > 0. E facil ver que A1 e A2 sdo negativos. Por outro lado

_ 2
- (c+5)—i—2 (6+c¢) <o

Portanto, A3 tem parte real negativa, o que implica que todos os autovalores da matriz
Jacobiana (5) sdo negativos. Entao |arg(\;)| = m. Desta forma, pelo teorema (4.1) temos
que o ponto de equilibrio Py é localmente assintoticamente estavel.

Mostraremos agora a estabilidade local do ponto de equilibrio P; com base no critério
de matriz aditiva composta (MAC). Para isso introduzimos a seguinte defini¢ao e faremos
uso do préximo Lema. Para mais detalhes veja [12].

Definicao 4.4. Se A = a;; € uma matriz n X n, entdo a k-ésima matriz aditiva composta

AlFl de A ¢ < Z ) X ( Z > dada por A¥l = |D(I + hA)®)| =0, onde D ¢ a diferencial

em relagao a h. Para algum inteiroi =1, ..., , seja (i) = (i1, ...,1x) 0 i-€ésimo termo

n
k
na ordenacao lexicogrdfica de todos as k — tuplas de inteiros de forma que 1 < 11 < ig <
. <t <iy,. Entao

Qiyiy + oo+ aqq,  se (1) = (j)

bij = (—=1)"*%a;,, se isdeindoocorre em (j) e js nao ocorre em (i)
0, se (i) diferede (j) em duas ou mais entradas.

Observacao 4.1. Para o caso em que n = 3, as matrizes A¥ sio

ail + a2 a3 —ai3
1 2 3
Al = A, AP = ass a1 + ass a2 , AB = ay1 + agy + ass.
—asi as1 ag + ass

Lema 4.1. Seja M uma matriz real 3 x 3. Se tr(M) < 0, det(M) < 0 e det(MP) < 0,
entao todos os autovalores de M tem parte real negativa.

A demonstragao pode ser encontrada em [12].

Teorema 4.4. Se Ry > 1, entdo o ponto de equilibrio P € localmente assintoticamente
estavel.
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Demonstragao: A matriz Jacobiana calculada em P; é

Bps — cdp (6 +p)
_ @ P _T
J(P1) = Bps—cdd —cdp 5 c(d+p) |. (6)

oc d
0 P —c

Com isso mostraremos que as seguintes condigoes sao satisfeitas.

o tr(J(Py)) < 0.

—Bps + cdp

Pelo fato de que Ry > 1 segue de forma imediata que tr(J(P1)) = 6= p)e
p)c

—p—c<O.

e det(J(P1)) < 0.

Calculando o determinante da matriz (6) temos:

det(J(Py)) = _g‘s__p”)[(gps—cda)+/3ps+cd5]
— 5 0(ps — )+ p{ps — cdb)]

—  —(Bps — cdp)

Portanto, como todos os parametros sao constantes e positivos e pelo fato de que Ry > 1
temos que Bps > cdd, o que implica que det(J(P1)) < 0.

o det(JA(Py)) < 0.

Seja JEI(P}) a matriz aditiva composta. Dai,

—Vp—-—d—-$¢ -Tp T5
JE(Py) = p -Vp—-d—c p
0 BV —p—c

Assim

det(JPU(Py)) = (-VB—d—p)(-VB—d—c)(d—c)+TBppV
—[BVp(=VB —d—p)—TBp(—6 — c)]
= —[0(VB+d+6)(VB+d+c) c(VB+d+6)(V6+d+c)
—BVp(VB+d+68) + (T Bp) + c(TBp)] <

+ o+

Portanto, det(J?(Py)) < 0. Pelo Lema 4.1 o ponto de equilibrio endémico é localmente
assintoticamente estdvel.
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5 Simulacao numérica

Para realizar as simulagoes numéricas foi utilizado o esquema de diferencas finitas nao
cléssico (NSFD), como descrito em [3,11]. Os parametros biolégicos utilizados no modelo
para realizar as simulagbes estao descritos na Tabela 1 [8,9]. Além disso as condigoes
iniciais sdo T'(0) = 1 x 1073, 1(0) = 9x 1074,V (0) = 3.07 x 10™*, os parametros numéricos
h = 0.1, p = 3, para a funcdo denominador ¢(h,u + 1) e o tempo total de simulagao foi
de 500 dias. Finalmente P; = (0.71;96.41;1.10).

Tabela 1: Parametros biolégicos

Parametros

r

d

B

)

6/

p

C

S

Valores

"
3

1

0.5

1.22 x 10710

1.9

0.1

0.0008

0.7

10
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A Figura 1 apresenta a solugao numérica para diferentes valores de o para o sistema
(3). Observamos que as solugoes convergem para o ponto de equilibrio P;. Logo, esses
resultados numéricos estao de acordo com os resultados tedricos apresentados na secao
anterior. Além disso, observamos que valores menores de « implicam numa convergéncia
mais lenta para o ponto de equilibrio.
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Figura 1: Solugoes Numéricas para T, I, V ao longo do tempo ¢t > 0.
6 Conclusao

Com a crescente ascensao do calculo fraciondrio nas mais diversas ares do conhe-
cimento, este trabalho evidencia a importancia de se aplicar tal teoria na modelagem
matematica. Assim nesse trabalho foi analisado um modelo de ordem néo inteira para
a Hepatite B. Tal estudo se deu de forma analitica, usando o critério MAC, e de forma
numérica utilizando o esquema de diferencas finitas nao classico.

Observamos pelas simulagoes numéricas, que os diferentes valores da ordem da de-
rivada permitem comportamentos bastante distintos da solucao, sobretudo no tempo de
convergéncia para o estado de equilibrio. A solucdo numérica encontrada para o modelo
de Hepatite B era esperada, uma vez que tal solugao estd de acordo com os resultados
obtidos por meio estudo de estabilidade.

Continuagoes naturais deste trabalho sao as mais diversas possiveis. Em particular,
espera-se fazer uma comparacao do modelo apresentado com dados reais, visando encontrar
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o valor de o que descreve melhor os dados.
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