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Resumo. Neste trabalho estudaremos qual € o efeito que a adigao de uma aresta a um grafo
qualquer G # K, produz na energia laplaciana sem sinal deste grafo. Mais especificamente,
obtemos uma cota para a diferenca entre as energias do grafo original e do grafo obtido pela
adigdo de uma aresta. Além disso, mostramos que essa cota é justa.

Palavras-chave. Grafos, Energia laplaciana sem sinal, Adi¢ao de arestas.

1 Introducao

Seja G = (V, E) um grafo simples, onde V' = {v1,v2,...,v,} é o conjunto de vértices
de G e E = {ey,e9,...,e,} é 0 conjunto de arestas de G. Usaremos d; para denotar o
grau do vértice v;. A matriz laplaciana sem sinal Q(G) de G é uma matriz simétrica
de ordem n x n definida elemento a elemento como: ¢;; = 1, se os vértices v; e v; sao
adjacentes e 0 caso contrario, se i # j, e ¢; = d;. Podemos escrever a matriz laplaciana
sem sinal como Q(G) = A(G)+ D(G), onde A(G) é a matriz de adjacéncias de G e D(G) é
a matriz diagonal com entradas d;. Os autovalores de Q(G) sdo chamados de autovalores
laplacianos sem sinal de G e sdo denotados por qi1,q2, - .., Gn-

Definimos a energia laplaciana sem sinal de G por

LE™(G) = Z g — d, (1)

onde d := 27’” é o grau médio de G.

O conceito de energia de grafos surgiu em 1978 inicialmente associado a matriz de
adjacéncia A de G, onde a energia é definida como a soma dos valores absolutos dos
autovalores de A. Somente anos mais tarde surgiram outros conceitos de energia: energia
laplaciana, energia laplaciana normalizada, energia laplaciana sem sinal, dentre outras. No
que diz respeito a adigao ou remocao de arestas ja existem resultados nos quais a variagao

da energia de um grafo G e do grafo G + e, com e ¢ E, ou G — e, com e € F, é analisada.

Nucelia.kowalski@ufrgs.br
2trevisan@mat.ufrgs.br

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0398 010398-1 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0398

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

Por exemplo, nas referéncias [1,5] os autores analisaram qual o efeito que a remogao de
uma aresta produz na energia usual de um grafo e em [2,4] foram estudados os efeitos que
a remocao de uma aresta produz na energia laplaciana normalizada.

Neste trabalho vamos estudar o efeito que a adicdo de uma aresta pode causar na
energia laplaciana sem sinal de um grafo qualquer G # K,,, obtendo uma cota para a
diferenga |[LET(G + e) — LET(G)|. Além disso, apresentamos dois exemplos de grafos
para os quais a cota ¢ atingida.

2 Resultados preliminares

Os walores singulares de uma matriz B, n X n, sao definidos como as raizes quadradas
dos autovalores da matriz B!B, os quais denotaremos por o1(B), 02(B),...,0,(B). Note
que para matrizes simétricas, os valores singulares sao exatamente iguais aos valores ab-
solutos dos seus autovalores. Entao, podemos escrever a energia laplaciana sem sinal de

um grafo G como
n

2m
LB (@)= (e -21,). 2
1=
onde I,, denota a matriz identidade de ordem n.
Além disso, temos que a soma dos valores singulares da soma de matrizes satisfaz o
seguinte resultado

Lema 2.1. [7] Sejam A, B matrizes de ordem n x n. Entao:
Y oi(A+B) <> oi(A)+ ) 0i(B). (3)
i=1 i=1 i=1

A partir deste lema podemos obter a seguinte relacao

n n n
S oi(4) =S 0B < 3 oi(A - B). (4)
i=1 i=1 i=1

Veremos agora uma técnica que pode ser 1til para calcular alguns autovalores de uma
matriz através dos autovalores de uma matriz de ordem menor. Seja B uma matriz

real e simétrica de ordem n e suponha que as linhas e colunas de B sao indexadas por
X =A{1,...,n}. Seja {X1,Xs,...,X,,} uma partigdo de X, onde cada |X;| = n; > 0.

Podemos particionar B de acordo com {Xi, Xo,..., X,,}, isto é,
Bii -+ DBim
Bm,l T Bm,m

onde B; j denota a submatriz (bloco) de B formada pelas linhas em X; e pelas colunas em
X;.

Se a soma das linhas de cada bloco B;; é constante, dizemos que a partigao
{X1,X2,...,X;n} é uma particio equilibrada (ou regular) de B.
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Lema 2.2. [3] Seja {X1, Xo,..., Xy} uma particdo equilibrada de B, onde cada bloco B; j
da matriz B tem soma das linhas constante e igual & ¢;j. Se C = (¢ij)mxm €entao o espectro
da matriz C estd contido no espectro da matriz B, levando em conta as multiplicidades.

Um vértice de grau 1 é chamado de vértice pendente e um vértice adjacente a um
vértice pendente é chamado de wvértice quase-pendente. O préximo resultado fala sobre
a multiplicidade dos autovalores laplacianos sem sinal associados ao numero de vértices
pendentes de um grafo.

Lema 2.3. [6] Seja G um grafo com p vértices pendentes adjacentes a q vértices quase-
pendentes. Entdo, 1 ¢ autovalor laplaciano sem sinal de G com multiplicidade pelo menos
p—q.

Note que, combinando os dois ultimos lemas temos boas ferramentas para o célculo
dos autovalores laplacianos sem sinal de grafos que possuem uma grande quantidade de
vértices pendentes.

3 Adicionando uma aresta a um grafo
Provaremos a seguir uma cota para a diferenca entre as energias laplacianas sem sinal
do grafo G # K, e do grafo G + e, que é obtido pela adigao de uma aresta e ao grafo G.

Teorema 3.1. Sejam G = (V, E) um grafo com n vértices e m arestas, G # K,, e e uma
aresta que nao pertence a FE. Entao:

|ILE"(G +e) — LET(G)| §4—%. (5)

Demonstracao. Usando as equagoes (2) e (4) obtemos

|ILEY(G +e)— LET(G)| =

2 (Q (G+e (m+1)1n> - Z;J (Q(G) _ 2;"1”> |

Zaz< G+e)—WHn—Q(G)+?In>

1

IN

(2
- 2
= D o ( G+€)—Q(G)—nfn) .
i=1
Para estimar esse valor teremos que encontrar os autovalores da matriz Q(G + ¢e) —
Q(G) — %In, uma vez que esta é simétrica. Para isso suponhamos, sem perda de genera-

lidade, que a aresta e liga os dois primeiros vértices de G (que anteriormente nao eram
adjacentes), ou seja, as matrizes Q(G + e) e Q(G) sao iguais, respectivamente a

[ dy +1 1 Q13 qin di 0 q3 -+ qin
1 do+1 @3 -+ qon 0 d2 @3 -+ qon
713 G23 d3 - g3n e @13 @23 d3 - @3n

L qin q2n q3n dn ] | din 42n 43n dn ]
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4
Assim,
[1-2 1 0 0 0 ]
1 1-2 0 0 0
9 0 0 2 90 0
QG +e) = QG) — In= 0 0 0 -2 0
0 0 0o 0 - =2

n

Portanto, o espectro de Q(G +¢€) — Q(G) — 21,, é {(_2)(11—1) 2 — %} Por fim, basta
tomar o valor absoluto desses niimeros e soméa-los para obter o que desejamos

n

2 2 2 4
Sooi(QG 0@ n) =22 =a (©
ou seja, [LET(G +e) — LET(G)| <4- 2. O

Apresentamos a seguir dois exemplos de grafos para os quais a igualdade acima é
atingida, em um deles o valor obtido é exato (apesar de o grafo considerado ser bem
peculiar) e no outro obtemos o valor no limite, ou seja, quando o nimero de vértices de
G tende ao infinito.

Exemplo 3.1. A Figura 1 ilustra um grafo G com n vértices isolados, e o grafo G +e,
obtido a partir de G pela adicao de uma aresta e.

1 2 1 . 2

O O O——=O
O O O O O O
3 4 n 3 4 n

Figura 1: Grafos Ge G +e

Claramente, todos os autovalores laplacianos sem sinal de G sao nulos, donde LE™(G) = 0.
Além disso, o espectro laplaciano sem sinal de G + e pode ser encontrado olhando para a
matriz

110 0

110 --- 0
QG+e)=| 0 00 = 0,

000 0
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ou seja, {0("*1), 2} é o espectro laplaciano sem sinal de G +e. Assim, a energia laplaciana
sem sinal de G+ e é6 LET(G +e) =4 — 2, donde
4

|LE+(G—|—e)—LE+(G)|:‘4—%—0‘:4—5. (7)

Exemplo 3.2. Uma caterpillar é uma arvore na qual a remocao dos vértices de grau
1 resulta em um caminho, ou seja, uma caterpillar é formada por um caminho juntamente
com qualquer nimero de folhas pendentes adicionadas a cada um dos vértices do caminho.
Seja Py este caminho central formado por d vértices. Os n — d vértices restantes sao os
vértices pendentes que sao adjacentes a um, e somente um, dos d vértices do caminho.
Uma caterpillar regular é uma caterpillar na qual todos os vértices do caminho P; possuem
o mesmo nimero r de vértices pendentes (veja a Figura 2). Denotaremos tais caterpillars
por C(d, ) e, neste caso, o nimero de vértices é n = d(r + 1).

d

Figura 2: Caterpillar C(d,r)

Vamos considerar a caterpillar regular C/(3,7) com um caminho de tamanho 3. E
possivel calcular os autovalores de C(3,7) utilizando os Lemas 2.2 e 2.3. De fato, pelo
Lema 2.3, 1 é autovalor laplaciano sem sinal de C'(3,7) com multiplicidade 3r — 3, e pelo
Lema 2.2 os outros autovalores laplacianos sem sinal de C(3,r) s@o os autovalores da
seguinte matriz reduzida

r+1 1 0 r 0 0
1 r+2 1 0 » O
0 1 r+1 0 0 r
0 1 0 01 0
L0 0 1 00 1,

0.r+1 r+2+:vVr24+4r r4+44+Vr24+8r+4
) ) 9 ) P}

cujo espectro é { } Como 1 nao faz parte deste espec-

tro, obtemos desta forma o espectro laplaciano sem sinal completo de C(3,r) que é igual
a

{0 16r=3) 141 r+2+£Vr24+4r r+4ﬂ:\/r2+8r+4}
Y Y ) 2 ) 2 *
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Podemos, portanto, calcular a energia laplaciana sem sinal de C'(3,r). Lembrando que

m=n—1=23r+2, donde d = g:ié, obtemos que

472 -3
r+1

Vamos agora adicionar uma aresta e ligando os vértices terminais do caminho obtendo
o grafo da Figura 3.

LET(C(3,r)) = /P2 +dr + /2 + 8r + 4.

Figura 3: Grafo C'(3,r) +e

Analogamente ao realizado acima temos que, pelo Lema 2.3, 1 é autovalor laplaciano
sem sinal de C(3,7) + e com multiplicidade 3r — 3, e pelo Lema 2.2 os outros autovalores
laplacianos sem sinal de C'(3,7) podem ser obtidos da seguinte matriz reduzida

Cr42 1 1 700
1 r42 1 0 r 0
1 1 r42 0 0 r
BB, r)+e)=| 0 0 10 0]
0 1 0 010
0 0 1 00 1]

2
cujo espectro é { (’"Hi\/m)( ) r 457 10r49
2 ) P

}. Como 1 nao faz parte deste espectro,

obtemos desta forma o espectro laplaciano sem sinal completo de C(3,r) + e que é igual &

2
1Gr=3) <r+2:|:\/r2+4r>() r+5+vVr2+10r+9

2 2

Podemos, portanto, calcular a energia laplaciana sem sinal de C (3,7) + e. Lembrando
que, neste caso, m = n, donde d = 2, obtemos que

LEY(C(3,7) +e) = 3r—3+2Vr2+4r+/r2+10r +9.

Portanto

72

r+1

LEY(C(3,r)+¢)— LEY(C(3,r)) = — VP2 A+ V24108 + 9 — /12 + 8r + 4.
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Agora, fazendo n — oo, temos que r — 0o, e neste caso

lim (LEY(C(3,7) +¢e) — LET(C(3,1))) = 4.

T—00

Portanto, o grafo C(3,r) satisfaz a igualdade em (5) quando o niimero de vértices n
tende ao infinito.
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