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Resumo. Neste trabalho, estudamos a operagao entre grafos conhecida por produto forte.
Escrevemos a matriz resultante em termos de produto de Kronecker entre matrizes e deter-
minamos parte dos autovalores das matrizes de adjacéncias e laplaciana sem sinal e todo o
conjunto de autovalores da matriz laplaciana do grafo resultante para um caso particular
desta operagao.
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1 Introducao

Dado um grafo G = (V, E), onde V é o conjunto dos vértices e E é o conjunto das
arestas, podemos associar a ele diferentes matrizes e denominamos de M-espectro de G os
autovalores da matriz M associada ao grafo G. Na Teoria Espectral de Grafos, estuda-se
os autovalores da matriz M associada e o objetivo é descobrir propriedades dos grafos a
partir de seu espectro.

As matrizes que estudaremos neste trabalho serao as matrizes de adjcéncias, laplaciana
e laplaciana sem sinal. A matriz de adjacéncias, denominada A(G), é uma matriz simétrica
da forma a;; = 1 se os vértices v; e v; € V forem adjacentes e 0 caso contrario. A
matriz laplaciana é dada por L(G) = D(G) — A(G), onde D(G) é a matriz diagonal
formada pelos graus dos vértices de G. Ja a matriz laplaciana sem sinal é dada na forma
Q(G) = D(G) + A(G). Denotaremos por spect s (G) o espectro de G em relacdo a matriz
M, exceto quando estivermos falando da matriz de adjacéncias, nesse caso usaremos apenas
spect(G).

Estudar o espectro de grafos resultantes de alguma operacao entre dois grafos torna-se
util na Teoria Espectral de Grafos por se tratar de uma nova ferramenta para obter es-
pectro de uma classe de grafos. Em [2], Hammack, Imrich e Klavzar fazem um extenso
apanhado sobre produtos entre grafos. Neste trabalho, os autores definem produto entre
grafos como uma operacao onde o grafo resultante tem como conjunto de vértices o produto
cartesiano entre os conjuntos de vértices dos grafos originais e as adjacéncias serao deter-
minadas diferentemente para cada produto. Além disso, os autores descrevem produtos
mais conhecidos como o produto cartesiano e também outros menos desenvolvidos.
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Em nosso trabalho, vamos mostrar a matriz de adjacéncias para o produto forte que
é um resultado ja conhecido na literatura. Nossa contribuicao original é apresentar as
matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal do produto forte, bem como a caracterizagao
dos autovalores de um caso particular deste produto.

2 Resultados Preliminares

Para a demonstracao dos resultados principais, precisaremos de um resultado auxiliar,
que pode ser visto em [1] e estd enunciado abaixo como um Lema.

Considere a matriz simétrica M de ordem n formada pelos blocos A € R¥™* 3 ¢ RIS,
B,C € R**% tais que n = t + ¢s, onde ¢ é o niimero de cépias do bloco B. Esses blocos
devem respeitar as dimensoes minimas ¢t > 0, s > 1 e ¢ > 1, isso significa que o bloco A e
8 podem nao existir e hd, no minimo um bloco B nao nulo.

A B B - B
BT B C --- C

mM=|8"¢C B - C (1)
e o)

O bloco 8 é chamado de matriz relagao entre os blocos A e B, o bloco C é chamado
de matriz relagdo entre os blocos B. Ja que M é simétrica, A, B e C' também serao
simétricos.

Denotaremos por o(X) o espectro da matriz X, ou seja o conjunto dos autovalores da
matriz X e por o(@ (X) o conjunto dos autovalores de X com multiplicade g.

Lema 2.1. Seja M wma matriz na forma dada em (1), com ¢ > 1 cdpias do bloco B.
Entao:

(i) o(B—C) Co(M) com multiplicidade ¢ — 1.
(i) o(M)\ o D(B—C) = a(M') ¢ o conjunto formado pelos t+s autovalores restantes

de M, onde
M/_ A \ﬁﬁ
T Ve BT BH(ec—-1)C

Ou seja, o Lema 2.1 nos mostra que o(M) = ¢*"Y(B — C) U a(M').
Em nosso trabalho, utilizaremos o caso particular em que t =0, c =2 e s = 2. Ou
seja, nossa matriz M nao terd os blocos A, 5 e AT e terd apenas duas cépias do bloco B.

C B (2)

Dessa forma, o(M) = ¢@~)(B - C)U (M') = o(B — C) U (M), onde

w[25)

M=[B+2-1)C|=][B+C |
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Portanto, dada a matriz M, da forma dada em (2), temos que
o(M)=0c(B—-C)Uo(B+C)

Outra definicao importante serd a de produto de Kronecker para matrizes [3], denotado
por ®. Essa operagao terd como resultado uma matriz em blocos, como podemos ver a
seguir.

Definigao 2.1. Sejam A € F™*™ ¢ B € F"*",

anB ai2B - ai,B
ang a22B s CLQmB

AR B = [aijB]?szl = . . . . (3)
aym B agmB -+ ammB

Os resultados apresentados neste trabalho serdao acerca do produto forte entre dois
grafos.

Definigao 2.2. Sejam os grafos Gi = (Vi,E1) e Go = (Va, E9) tais que (uy,...,u,) S$do
0s vértices de G1 € (V1,...,0m) SGo os vértices de Gy . O produto forte entre G1 e Ga,
denotado por G1X Gy, tem conjunto de vértices V- = Vi x Vs e (u;,v;) € adjacente a (ug, vp)
se u; = uy e v; € adjacente a v, em G2, ou v; = v, e u; € adjacente a up em G1, ou u; €
adjacente a uy em G e v; € adjacente a v, em Ga.

Na Figura 1, temos um exemplo de produto forte.

(u1,v1) (2, 1) (ug,v1)

U1

(5% u9 us
(%)

(u1,v2) (u3,v2)

(uz,v2)

Figura 1: P3, Phe PsX Py

3 Matrizes do Produto Forte

O objetivo é encontrar o espectro do grafo resultante da operagao produto forte entre
outros dois grafos, portanto, serd necessario determinar como sera a matriz desse grafo
resultante. Para isso, realizamos um estudo prévio do comportamento das matrizes tra-
balhadas (de adjacéncias, laplaciana e laplaciana sem sinal). Apresentaremos, a seguir, o
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resultado sem prova com a forma fechada das matrizes em funcao do produto de Kronec-
ker. A matriz de adjacéncias ja era conhecida na literatura [2], j4 as matrizes laplaciana
e laplaciana sem sinal serdo apresentadas aqui e sua demonstragao pode ser vista em [4].

Dados grafos G; com n vértices e Go com m vértices, as matrizes do produto forte
serao:

A(G1 K Gy) = A(Gh) @ L, + 1, ® A(G2) + A(G1) @ A(G2)
L(G1 ¥ G2) = L(G1) @ L, + 1, ® L(G2) + D(G1) ® D(Ga) — A(G1) ® A(Go)
Q(G1 X G2) = Q(G1) @1y, + 1, ® Q(Ga) + D(G1) ® D(Ga) + A(G1) ® A(Ga).

onde, ® trata-se da operacao produto de Kronecker entre matrizes e suas propriedades
estao em [3] e I; trata-se da matriz identidade de ordem j.

4 Resultados Principais

Nesta secao obteremos alguns autovalores do produto forte entre o caminho P>, e um
grafo qualquer. Em particular, obtemos todo o espectro do grafo resultante para a matriz
laplaciana.

Teorema 4.1. Seja Py o caminho com dois vértices e o grafo Gy = (Va, Es), onde |Va| =
m. O numero —1 serd autovalor de A(Py X G3), no minimo, m vezes.

Demonstragao. Sabemos que A(Py X Gy) = A(P2) @ I, + 1o @ A(G2) + A(P2) @ A(G2).

Zzixeg)_[g é]®ﬂm+u H@@A(GQH[? é]@A(GQ)
:[H?n o HA(t? ! A(?;Q)]+[A<?;2> 5 2)]:[A<é§?i)ﬂm e

Pelo Lema 2.1, temos que spect(Py x Ga) = {spect(—1,)} U {spect(l,, + 2A(G2))}.
Dessa forma, o autovalor —1 estara no espectro de P, X G2, no minimo, m vezes.
O

Teorema 4.2. Seja Py o caminho de dois vértices e o grafo Go = (Va, E2) com m vértices.
Se dy,; € grau de algum vértice v; de Ga, entdo 2d,, serd autovalor de Q(P2 X G3).

Demonstra¢cao. Como visto anteriormente,
RQIPRKGy) =Q(P2) ®ln + 12 ® Q(G2) + D(P2) ® D(Ga) + A(P2) ® A(G2).

IQJ)(E%;;’@Gz):
:[1 1]®Hm+[é ?]®Q(G2)+[é (1)]®D(G2)+[(1) [1)]®A(G2)

:[I[m Hm}+{Q(G2) 0 )}+[D(G2) 0

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0329 010329-4 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0329

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

)
_ | Im + Q(G2) + D(G2) Ly, + A(G2)
L + A(G2) I, + Q(G2) + D(G2)
Também, pelo Lema 2.1, teremos:
spectg (P W Go) = {spect(2Q(G2) + 2L,,)} U {spect(2D(G2))}.
Os autovalores de 2D(G2) sao 2d,,. Logo 2d,, sera autovalor de Q(P, X G3).
O

Teorema 4.3. Seja o caminho Py de dois vértices e o grafo Gy = (Va, Es) com m vértices
tal que d,,, € o grau do vértice v; de G e sejam A1, ..., Ay, 0s L-autovalores de G'3. Teremos
que 21, ..., 2y, 2dy, + 2, ..., 2d,,,, + 2 serao os 2m L-autovalores autovalores de Po X G.

Demonstragao. Sabemos que:

L(P, X G2) = L(P) ® Ly + b @ L(G2) + D(P2) @ D(Ga) — A(P2) ® A(G2).
Logo,

L(P,XGy) =

_ g 11]®Hm+[(1) H@@L(@H[O 1]®D(Gg)—[$ (1)]®A(G2)
L

- —H?m _]I]Enm } " [ (OGQ) L(OG2) } * [ D(§2) D(OG2) } - [ A(OGz) A((?Q) ]

[ L+ L(Ga) + D(G2) —L,,, — A(G2) ]
o —I,, — A(G2) L + L(G2) + A(G2)

Utilizando, novamente, o Lema 2.1 temos que spect (P> X Go = {2spectr(G2)} U
{spect(2L,, + 2D(G2)}
Dessa forma o L-espectro de PoXG5 serao os 2m nimeros 21, ..., 2y, 2dy, +2, ..., 2d,,, +
2, onde \; é autovalor de L(G2) e d,, é o grau do vértice v; de Ga.
]

Note que, como um resultado complementar, podemos afirmar que se tivermos Go com
L-espectro inteiro, teremos que P> X G5 também terd L-espectro inteiro.

Vejamos um exemplo na Figura 2.

As matrizes de G5 e os respectivos espectros serao

01 11 3 1 1 1 3 -1 -1 -1
1 0 0 0 1100 -1 1 0 0
1 01 0 1 01 2 -1 0 -1 2

spect(Ga) = {—1.4,—1,0.3,2.1}, spectg(G2) = {0.4,1,2,4.5}, spect,(G2) = {0, 1,3, 4}.
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6
(u1,v1) (u1, v2)
Uuy V1 V2
(u1,v3)
Uz U3 Vg
(uz,v3)
Figura 2: Py, Go e P, K Gy
Temos as matrizes de P, X G5 e seus espectros
0 1 1 1 1 1 1 17 7 1 1 1 1 1 1 17
1 0001100 13001100
1 0011011 1 05 11011
1 0101011 1 0151011
ARMG) =y g g q PBRG)=1 1y o |
11001000 110013 00
1 0111001 1 01 11051
11 01 1 1 0 1 0 | |1 0 1 110 1 5|
r7 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -—-117
-1 3 0 0O -1 -1 0 0
-1 0 5 -1 -1 0 -1 -1
L(P, @ Gy) = -1 0 -1 5 -1 0 -1 -1

-1 -1 -1 -1 7 -1 -1 -1
-1 -1 0 0O -1 3 0 0
-1 0 -1 -1 -1 0 5 -1
10 -1 -1 -1 0 -1 5
spect(P, X Gg) = {-1,-1,-1,—-1,-1,-1.9,1.6,5.3}
[Val
spectq(Po W Ga) = {2,4,4,6,2,4,6,8,11.1}
——
2d,,
spectr,(P, K Gy) ={ 0,2,6,8, 4,6,6,8}
—_——— N———

2{spect(G2)} 2duv;+2
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