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Resumo. Neste trabalho, estudamos a operação entre grafos conhecida por produto forte.
Escrevemos a matriz resultante em termos de produto de Kronecker entre matrizes e deter-
minamos parte dos autovalores das matrizes de adjacências e laplaciana sem sinal e todo o
conjunto de autovalores da matriz laplaciana do grafo resultante para um caso particular
desta operação.
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1 Introdução

Dado um grafo G = (V,E), onde V é o conjunto dos vértices e E é o conjunto das
arestas, podemos associar a ele diferentes matrizes e denominamos de M -espectro de G os
autovalores da matriz M associada ao grafo G. Na Teoria Espectral de Grafos, estuda-se
os autovalores da matriz M associada e o objetivo é descobrir propriedades dos grafos a
partir de seu espectro.

As matrizes que estudaremos neste trabalho serão as matrizes de adjcências, laplaciana
e laplaciana sem sinal. A matriz de adjacências, denominada A(G), é uma matriz simétrica
da forma aij = 1 se os vértices vi e vj ∈ V forem adjacentes e 0 caso contrário. A
matriz laplaciana é dada por L(G) = D(G) − A(G), onde D(G) é a matriz diagonal
formada pelos graus dos vértices de G. Já a matriz laplaciana sem sinal é dada na forma
Q(G) = D(G) +A(G). Denotaremos por spectM (G) o espectro de G em relação à matriz
M , exceto quando estivermos falando da matriz de adjacências, nesse caso usaremos apenas
spect(G).

Estudar o espectro de grafos resultantes de alguma operação entre dois grafos torna-se
útil na Teoria Espectral de Grafos por se tratar de uma nova ferramenta para obter es-
pectro de uma classe de grafos. Em [2], Hammack, Imrich e Klavžar fazem um extenso
apanhado sobre produtos entre grafos. Neste trabalho, os autores definem produto entre
grafos como uma operação onde o grafo resultante tem como conjunto de vértices o produto
cartesiano entre os conjuntos de vértices dos grafos originais e as adjacências serão deter-
minadas diferentemente para cada produto. Além disso, os autores descrevem produtos
mais conhecidos como o produto cartesiano e também outros menos desenvolvidos.
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Em nosso trabalho, vamos mostrar a matriz de adjacências para o produto forte que
é um resultado já conhecido na literatura. Nossa contribuição original é apresentar as
matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal do produto forte, bem como a caracterização
dos autovalores de um caso particular deste produto.

2 Resultados Preliminares

Para a demonstração dos resultados principais, precisaremos de um resultado auxiliar,
que pode ser visto em [1] e está enunciado abaixo como um Lema.

Considere a matriz simétrica M de ordem n formada pelos blocos A ∈ Rt×t, β ∈ Rt×s,
B,C ∈ Rs×s tais que n = t + cs, onde c é o número de cópias do bloco B. Esses blocos
devem respeitar as dimensões mı́nimas t ≥ 0, s ≥ 1 e c ≥ 1, isso significa que o bloco A e
β podem não existir e há, no mı́nimo um bloco B não nulo.

M =


A β β · · · β
βT B C · · · C
βT C B · · · C
...

...
...

. . .
...

βT C · · · C B

 (1)

O bloco β é chamado de matriz relação entre os blocos A e B, o bloco C é chamado
de matriz relação entre os blocos B. Já que M é simétrica, A, B e C também serão
simétricos.

Denotaremos por σ(X) o espectro da matriz X, ou seja o conjunto dos autovalores da
matriz X e por σ(q)(X) o conjunto dos autovalores de X com multiplicade q.

Lema 2.1. Seja M uma matriz na forma dada em (1), com c ≥ 1 cópias do bloco B.
Então:

(i) σ(B − C) ⊆ σ(M) com multiplicidade c− 1.

(ii) σ(M)\σ(c−1)(B−C) = σ(M ′) é o conjunto formado pelos t+s autovalores restantes
de M , onde

M ′ =

[
A

√
c · β√

c · βT B + (c− 1)C

]

Ou seja, o Lema 2.1 nos mostra que σ(M) = σ(c−1)(B − C) ∪ σ(M ′).
Em nosso trabalho, utilizaremos o caso particular em que t = 0, c = 2 e s = 2. Ou

seja, nossa matriz M não terá os blocos A, β e βT e terá apenas duas cópias do bloco B.

M =

[
B C
C B

]
(2)

Dessa forma, σ(M) = σ(2−1)(B − C) ∪ (M ′) = σ(B − C) ∪ (M ′), onde

M ′ =
[
B + (2− 1)C

]
=
[
B + C

]
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Portanto, dada a matriz M , da forma dada em (2), temos que

σ(M) = σ(B − C) ∪ σ(B + C)

Outra definição importante será a de produto de Kronecker para matrizes [3], denotado
por ⊗. Essa operação terá como resultado uma matriz em blocos, como podemos ver a
seguir.

Definição 2.1. Sejam A ∈ Fm×m e B ∈ Fn×n,

A⊗B = [aijB]mi,j=1 =


a11B a12B · · · a1mB
a21B a22B · · · a2mB

...
...

. . .
...

a1mB a2mB · · · ammB

 (3)

Os resultados apresentados neste trabalho serão acerca do produto forte entre dois
grafos.

Definição 2.2. Sejam os grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2) tais que (u1, ..., un) são
os vértices de G1 e (v1, ..., vm) são os vértices de G2 . O produto forte entre G1 e G2,
denotado por G1�G2, tem conjunto de vértices V = V1×V2 e (ui, vj) é adjacente a (u`, vp)
se ui = u` e vj é adjacente a vp em G2, ou vj = vp e ui é adjacente a u` em G1, ou ui é
adjacente a u` em G1 e vj é adjacente a vp em G2.

Na Figura 1, temos um exemplo de produto forte.

u1 u2 u3

v1

v2

(u1, v1)
(u2, v1)

(u3, v1)

(u3, v2)(u1, v2)
(u2, v2)

Figura 1: P3, P2 e P3 � P2

3 Matrizes do Produto Forte

O objetivo é encontrar o espectro do grafo resultante da operação produto forte entre
outros dois grafos, portanto, será necessário determinar como será a matriz desse grafo
resultante. Para isso, realizamos um estudo prévio do comportamento das matrizes tra-
balhadas (de adjacências, laplaciana e laplaciana sem sinal). Apresentaremos, a seguir, o
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resultado sem prova com a forma fechada das matrizes em função do produto de Kronec-
ker. A matriz de adjacências já era conhecida na literatura [2], já as matrizes laplaciana
e laplaciana sem sinal serão apresentadas aqui e sua demonstração pode ser vista em [4].

Dados grafos G1 com n vértices e G2 com m vértices, as matrizes do produto forte
serão:

A(G1 �G2) = A(G1)⊗ Im + In ⊗A(G2) +A(G1)⊗A(G2)

L(G1 �G2) = L(G1)⊗ Im + In ⊗ L(G2) +D(G1)⊗D(G2)−A(G1)⊗A(G2)

Q(G1 �G2) = Q(G1)⊗ Im + In ⊗Q(G2) +D(G1)⊗D(G2) +A(G1)⊗A(G2).

onde, ⊗ trata-se da operação produto de Kronecker entre matrizes e suas propriedades
estão em [3] e Ij trata-se da matriz identidade de ordem j.

4 Resultados Principais

Nesta seção obteremos alguns autovalores do produto forte entre o caminho P2 e um
grafo qualquer. Em particular, obtemos todo o espectro do grafo resultante para a matriz
laplaciana.

Teorema 4.1. Seja P2 o caminho com dois vértices e o grafo G2 = (V2, E2), onde |V2| =
m. O número −1 será autovalor de A(P2 �G2), no mı́nimo, m vezes.

Demonstração. Sabemos que A(P2 �G2) = A(P2)⊗ Im + I2 ⊗A(G2) +A(P2)⊗A(G2).
Logo

A(P2 �G2) =

[
0 1
1 0

]
⊗ Im +

[
1 0
0 1

]
⊗A(G2) +

[
0 1
1 0

]
⊗A(G2)

=

[
0 Im
Im 0

]
+

[
A(G2) 0

0 A(G2)

]
+

[
0 A(G2)

A(G2) 0

]
=

[
A(G2) A(G2) + Im

A(G2) + Im A(G2)

]
.

Pelo Lema 2.1, temos que spect(P2 × G2) = {spect(−Im)} ∪ {spect(Im + 2A(G2))}.
Dessa forma, o autovalor −1 estará no espectro de P2 �G2, no mı́nimo, m vezes.

Teorema 4.2. Seja P2 o caminho de dois vértices e o grafo G2 = (V2, E2) com m vértices.
Se dvi é grau de algum vértice vi de G2, então 2dvi será autovalor de Q(P2 �G2).

Demonstração. Como visto anteriormente,
Q(P2 �G2) = Q(P2)⊗ Im + I2 ⊗Q(G2) +D(P2)⊗D(G2) +A(P2)⊗A(G2).
Logo,
Q(P2 �G2) =

=

[
1 1
1 1

]
⊗ Im +

[
1 0
0 1

]
⊗Q(G2) +

[
1 0
0 1

]
⊗D(G2) +

[
0 1
1 0

]
⊗A(G2)

=

[
Im Im
Im Im

]
+

[
Q(G2) 0

0 Q(G2)

]
+

[
D(G2) 0

0 D(G2)

]
+

[
0 A(G2)

A(G2) 0

]
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=

[
Im +Q(G2) +D(G2) Im +A(G2)

Im +A(G2) Im +Q(G2) +D(G2)

]
Também, pelo Lema 2.1, teremos:

spectQ(P2 �G2) = {spect(2Q(G2) + 2Im)} ∪ {spect(2D(G2))}.

Os autovalores de 2D(G2) são 2dvi . Logo 2dvi será autovalor de Q(P2 �G2).

Teorema 4.3. Seja o caminho P2 de dois vértices e o grafo G2 = (V2, E2) com m vértices
tal que dvi é o grau do vértice vi de G2 e sejam λ1, ..., λm os L-autovalores de G2. Teremos
que 2λ1, ..., 2λm, 2dv1 + 2, ..., 2dvm + 2 serão os 2m L-autovalores autovalores de P2 �G2.

Demonstração. Sabemos que:
L(P2 �G2) = L(P2)⊗ Im + I2 ⊗ L(G2) +D(P2)⊗D(G2)−A(P2)⊗A(G2).
Logo,
L(P2 �G2) =

=

[
1 −1
−1 1

]
⊗ Im +

[
1 0
0 1

]
⊗ L(G2) +

[
1 0
0 1

]
⊗D(G2)−

[
0 1
1 0

]
⊗A(G2)

=

[
Im −Im
−Im Im

]
+

[
L(G2) 0

0 L(G2)

]
+

[
D(G2) 0

0 D(G2)

]
−
[

0 A(G2)
A(G2) 0

]

=

[
Im + L(G2) +D(G2) −Im −A(G2)
−Im −A(G2) Im + L(G2) +A(G2)

]
Utilizando, novamente, o Lema 2.1 temos que spectL(P2 � G2 = {2spectL(G2)} ∪

{spect(2Im + 2D(G2)}
Dessa forma o L-espectro de P2�G2 serão os 2m números 2λ1, ..., 2λm, 2dv1+2, ..., 2dvm+

2, onde λi é autovalor de L(G2) e dvi é o grau do vértice vi de G2.

Note que, como um resultado complementar, podemos afirmar que se tivermos G2 com
L-espectro inteiro, teremos que P2 �G2 também terá L-espectro inteiro.

Vejamos um exemplo na Figura 2.

As matrizes de G2 e os respectivos espectros serão

A(G2) =


0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0

 , Q(G2) =


3 1 1 1
1 1 0 0
1 0 2 1
1 0 1 2

 , L(G2) =


3 −1 −1 −1
−1 1 0 0
−1 0 2 −1
−1 0 −1 2

 .
spect(G2) = {−1.4,−1, 0.3, 2.1}, spectQ(G2) = {0.4, 1, 2, 4.5}, spectL(G2) = {0, 1, 3, 4}.
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u1

u2 v3 v4

v1 v2

(u1, v3)

(u2, v3)

(u1, v4)

(u2, v4)

(u1, v1)

(u2, v1)

(u1, v2)

(u2, v2)

Figura 2: P2, G2 e P2 �G2

Temos as matrizes de P2 �G2 e seus espectros

A(P2 �G2) =



0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 1 0


, Q(P2 �G2) =



7 1 1 1 1 1 1 1
1 3 0 0 1 1 0 0
1 0 5 1 1 0 1 1
1 0 1 5 1 0 1 1
1 1 1 1 7 1 1 1
1 1 0 0 1 3 0 0
1 0 1 1 1 0 5 1
1 0 1 1 1 0 1 5


,

L(P2 �G2) =



7 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 3 0 0 −1 −1 0 0
−1 0 5 −1 −1 0 −1 −1
−1 0 −1 5 −1 0 −1 −1
−1 −1 −1 −1 7 −1 −1 −1
−1 −1 0 0 −1 3 0 0
−1 0 −1 −1 −1 0 5 −1
−1 0 −1 −1 −1 0 −1 5


.

spect(P2 �G2) = {−1,−1,−1,−1,−1︸ ︷︷ ︸
|V2|

,−1.9, 1.6, 5.3}

spectQ(P2 �G2) = {2, 4, 4, 6︸ ︷︷ ︸
2dvi

, 2, 4, 6, 8, 11.1}

spectL(P2 �G2) = { 0, 2, 6, 8,︸ ︷︷ ︸
2{spectL(G2)}

4, 6, 6, 8︸ ︷︷ ︸
2dvi+2

}
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