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Resumo. Seja P = ({1,2,...,n},<) um conjunto parcialmente ordenado dado por uma
uniao disjunta de cadeias de mesmo comprimento e V = IF{ZV o espago vetorial das N-uplas
sobre o corpo finito F,;. Seja V =V, @ Vo @ ... ® V,, uma soma direta de V', em blocos de
subespagos V; = F’;i com k1 +ko+...+k, = N, munido com a métrica de blocos ordenados
d(p,x) induzida pela ordem P e pela particao m = (K1, k2, ..., k). Neste artigo descrevemos
o grupo de simetrias do espago métrico (V, d(p,x)).
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1 Introducao

Seja IFf]V o espaco vetorial das N-uplas definido sobre o corpo finito F,. Fixado um
inteiro positivo k, um dos principais problemas da teoria dos codigos corretores de erros é
determinar os subconjuntos de Fév , contendo ¢* elementos, com maior distancia minima
possivel. Entre as distancias consideradas, as mais comuns sao a distancia de Hamming
dy e a distancia de Lee dj,.

Em 1991 Niederreiter generalizou o problema descrito acima (ver [8]). Brualdi, Graves
e Lawrence (ver [2], 1995) generalizaram o problema de Niederreiter definindo o conceito
de métrica poset (abreviacao de partially ordered set). Na sequéncia Feng, Xu e Hickernell
(ver [4], 2006) introduziram o conceito de métrica de blocos, particionando o conjunto
das posigoes das coordenadas de IF{IV em familias de blocos. Ambos os tipos de métrica
sao generalizacoes da métrica de Hamming, no sentido de que a ultima é obtida quando a
ordem é anticadeia (no caso da métrica poset) ou os blocos s@o subespagos 1-dimensional
(no caso da métrica de blocos). Em 2008, Alves, Panek e Firer (ver [1]), combinando as
estruturas de blocos e poset, apresentaram uma generalizacao de ambos os conceitos, a
chamada métrica de blocos ordenados.

Um caso particular das métricas poset (ou das métricas de blocos ordenados para
blocos 1-dimensionais) é a métrica introduzida, independentemente, por Niederreiter em
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1991 (ver [8]) e Rosenbloom e Tsfasman em 1997 (ver [12]), onde a ordem é uma unido
disjunta de cadeias de mesmo comprimento. Esta métrica tem atraido o interesse de varios
pesquisadores por suas indmeras aplicagoes, como observado por Park e Barg (ver [11]).

O grupo das simetrias lineares dos espagos métricos poset foi inicialmente descrito
para algumas familias de métricas poset: métricas de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman
[7]; métricas de ordens coroas [3]; métricas de ordens fracas [6]. Panek, Firer, Kim e
Hyun (ver [10]) completam a descri¢do determinando o grupo de simetrias lineares para
métricas poset quaisquer. Também em [1], Alves, Panek e Firer descrevem o grupo de
simetrias lineares para a métrica de blocos ordenados. A descrigdo das simetrias (nao
necessariamente lineares) para métricas poset foi inicialmente estudada por Panek, Alves
e Firer em [9] (para métricas de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman) e posteriormente por
Hyun em [5] (para ordens quaisquer). Neste trabalho descrevemos o grupo de simetrias
em relacao as métricas de blocos de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman.

Na Secao 2 introduzimos os principais conceitos e defini¢oes utilizados no trabalho. Na
Secao 3 estudamos o caso determinado por uma tunica cadeia (Teorema 3.1). Na ultima
secao descrevemos o grupo de simetrias dos espagos de blocos de Niederreiter-Rosenbloom-
Tsfasman (Teorema 4.1).

2 Espacgos Métricos de Blocos Ordenados

Seja [n] :={1,2,...,n} um conjunto finito contendo n elementos e seja < uma ordem
parcial definida sobre [n]. Chamamos o par P := ([n], <) de poset (abreviagao de partially
ordered set) ou conjunto ordenado ou ordem. Dizemos que k é menor do que j se k < j
e k # j. Um ideal em P é um subconjunto I C [n] que contem todos os elementos que
sao menores ou iguais a algum dos seus elementos, isto é,se j € [ e k < j, entao k € I.
Dado um subconjunto X C [n], denotamos por (X) o menor ideal que contem X, chamado
de ideal gerado por X. Uma ordem sobre [n] é dita linear ou cadeia se quaisquer dois
elementos sao comparaveis, isto é, dados i,j € [n] temos que i < j ou j < i. Neste
caso, n ¢ chamado de comprimento da cadeia e P pode ser rotulado de tal forma que
i1 <19 < ... < i,. Para simplificar a notacao, sempre assumiremos que a ordem linear P
édadaporl<2<...<n.

Seja ¢ uma poténcia de primo, IF, um corpo finito contendo ¢ elementos e V' := IE‘(JZV
o espago vetorial N-dimensional das N-uplas sobre F,. Seja m = (ki,ko,...,k,) uma
particao de N: N =k +ko+...+k, com k; > 0. Para cada k; seja V; := ]FZZ’ o subespago
k;-dimensional sobre F, e defina V =V, @ Vo @ ... ® V,,, chamada de m-decomposicao de
V. Um vetor v € V pode ser escrito de forma tnica como v = vy + v2 + ... + v, com
v; € V; para cada 1 <4 < n. Chamamos esta decomposicao de w-decomposi¢do de v. Dado
uma ordem P = ([n], <), definimos o peso de blocos ordenados wp ) (ou simplesmente o
(P, m)-peso) de um vetor nao nulor v = vy + v2 + ... + v, pondo

wipm (V) :=| (supp(v)) |

e w(pr)(0) := 0, onde supp(v) := {i € [n] : v; # 0} é o m-suporte do vetor v e |X]| é a
cardinalidade do conjunto finito X. A estrutura de blocos é dita trivial quando k; = 1
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para todo 1 <i <n. O (P, 7)-peso induz uma métrica d(px) sobre V, chamada de métrica
de blocos ordenados (ou simplesmente (P, w)-métrica):

d(P,7r) (’LL, ’U) = W(pT) (U - U)'

O par (V,d(pr)) é um espago métrico, chamado de espago de blocos ordenados, ou sim-
plesmente de (P, )-espago. Observamos que se m é trivial, entdo d(px) coincide com a
métrica poset dp introduzida por Brualdi, Graves e Lawrence em [2]. Agora se P é a
ordem anticadeia (elementos distintos ndao sdo compardveis entre si), entao d(px) coincide
com a métrica de blocos dr introduzida por Feng, Xu e Hickernell em [4]. Se 7 é trivial e
P ¢ a ordem anticadeia, entao d(p . coincide com a classica métrica de Hamming dpy. A
métrica de blocos ordenados d(p ) foi introduzida por Alves, Panek e Firer em [1].

Uma simetria de (V,dp)) é uma bijecdo T : V' — V que preserva distancia:

d(pm) (T(u), T(v)) = d(pm)(u,v)

para todo u,v € V. O conjunto Symm(V,dpr)) de todas as simetrias de (V,dpr)) €
um grupo com a operagao de composicao de fungoes, chamado de grupo de simetrias de
(V7 d(P,w))'

3 Espacos de Blocos Linearmente Ordenados

Seja P = ([n],<) a ordem linear 1 < 2 < ... < n, m = (k1,ka,...,k,) uma partigao
de NeV =VioVo®...8V, a m-decomposicao do espago vetorial V' = Fév . Nesta
secdo descrevemos o grupo de simetrias do espago de blocos ordenados (V,d(pr)). Esta
descrigao serd essencial para a préxima secao, onde o grupo de simetrias dos espagos
de blocos de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman sera caracterizado. Os resultados aqui
sao extensoes naturais dos resultados obtidos para espagos de blocos de Niederreiter-
Rosenbloom-Tsfasman com estrutura de blocos trivial (ver [9], Lemma 3.1, Lemma 3.2,
Theorem 3.1, Corolary 3.1) e, por esta razao, omitimos as demonstrac¢oes. Encorajamos o
leitor a consultar [9] para verificar os detalhes.

Comecgamos observando que, dados u = (uy,...,u,) e v = (vi,...,v,) em V|

d(pr)(u,v) = max{i : u; # v;}.

Para cada i € {1,2,...,n},seja F; : V;® Vi1 ® ... ®V,, — V; a aplicacao que é bijetora
com respeito ao primeiro bloco V;, isto é, dado vit1,...,vn € Vig1 @ ... @V, a aplicagao
Fyy,..on + Vi = V; definida por

Foiirrn (03) = Fi (03,041, - .., Un)

¢ uma bije¢ao. Dado uma tal familia de aplicagoes, definimos T(p, g, F,) : V — V por

T(F1,F2,...,Fn)(v17 e ,’Un) = (Fl(’l)l, . ,’l}n),FQ(’Ug, . ,Un), . ,Fn(vn))
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Teorema 3.1. Sejam P = ([n], <) a ordem linear 1 <2< ... <neV =Vi®dVhd... 0V,
uma -decomposicao de V. O grupo Symm(V,d(pr)) das simetrias do espago (V,d(pr)) €
o conjunto de todas as aplicagoes Tip g, . F,):V = V.

Temos que se ﬁvz,”_M (v1) = Fy (v1,v2,...,v,) é uma bijecdo para cada (va,...,v,) €
Vo®...®dV,, entao 1?’@27“_7% : Vi — V4 é uma permutacao de Vj para cada (vg, ..., v,) € Vo®
... ® V,. Denotando por S, o grupo das permutagoes de um conjunto com m elementos,
como V = Fév contém ¢ elementos, se V=V, ®Vo®...®V, é a m-decomposicio de V e
7 = (k1,k2,...,kn), podemos identificar o grupo das fungoes F': V; @ Vo @ ... @V, — V1,

tal que F, _,, ¢ uma permutacao de Vi = F’;l para cada (ve,...,v,) € Va @ ... ®V,,
N—k

com o produto direto (qul)q Agora podemos apresentar a estrutura de grupo de

Symm(V, d(p,r)):

Teorema 3.2. Sejam P = ([n], <) a ordem linear 1 <2< ...<neV =Vi®aVhd... .0V,
uma m-decomposi¢ao de V = IFfIV. Se m = (ki,ka,...,kn), entdo o grupo de simetrias
Symm(V, d(pﬂr)) € isomorfo a sequéncia de produtos semi-direto

(S )0 (o (S )T T () TR T ) L)

4 Espacos de Blocos de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman

Nesta segao consideramos uma ordem P = ([m - n], <) que é uma unido disjunta de
m cadeias Pi, Py, ..., P, de comprimento n. Identificamos os elementos de [m - n] com
o conjunto de pares ordenados de inteiros (i,7), com 1 < i < m, 1 < j < n, onde
(1,7) < (k,1) se, e s6 se, i =k e j <y, onde <y é a ordem usual de N. Denotamos
P, ={(i,7) : 1 < j <n}. Cada P; é uma cadeia e todas elas sdo componentes conexas de
P = ([m ’ n]v S)

Seja m = (ki1,---,kiny--->kmis- -, kmn) uma particio N. Dado um corpo finito
Fq eV =U10Us8...0U,, onde U; .= V1 @ VoD ... D5V, € dlm(‘/;j) = kij
para todo 1 < i < m, 1 < j < n, identificamos V com o conjunto das matrizes
{(vij) w5 € V5,1 <i<m, 1 <j<n}. Oespago V munido com a métrica induzida pela
ordem P = ([m - n], <) e pela parti¢ao 7 é chamado de espaco de blocos de Niederreiter-
Rosenbloom-Tsfasman (ou simplesmente (m,n, 7)-espago). Se 7 é trivial, entao (V, d(pr))
coincide com o espago de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman induzido pela métrica de
Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman. Se n = 1, entao (V,d(p)) coincide com o espago de
blocos induzido pela métrica de blocos d e, em particular, se 7 é trivial, entao (V, dq Pm-))
coincide com o espaco de Hamming induzido pela métrica de Hamming dp.

Seja V=U, & Uz ®...d Uy, como acima, chamado de decomposicao candénica de V.
Observamos que a restri¢ao de d(pr) a cada U; é um espago de blocos ordenados definido
por uma ordem linear, e dai que cada U; é isométrico ao espago (Uj, d[n]) com a métrica
dpn) determinada pela cadeia 1 <2 < ... <n. Seja G, o grupo de simetrias de (U, dj,)).
O produto direto [[;*; Gin age sobre V da seguinte forma: dado (T1,...,Tn) € [[i~; Gin
eveV,

T (v):=T1(v1) +To(va) + ... + Tin(vp).
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E fécil ver que T'(v) := >ty Ti(v;) é uma simetria.

Seja Sy, o grupo de permutagoes de {1,2,...,m}. Chamamos uma permutagao o € S,
de admissivel se o(i) = o(j) implica que k; = kj para todo 1 <1 < n. O conjunto S de
todas as permutagoes admissiveis é um subgrupo de S,,,. Temos que o grupo S, age sobre
V como um grupo de simetrias: dado 0 € Sy e v =v1 + v + ...+ vy € V, definimos

Ty (v) := VUo(1) T Vo(2) T -+ - + Vg(m)-

Também é facil ver que T, é uma simetria.
Seja Gppnx) O grupo de simetrias gerado por [ Gin e Sr. Assim como em [9]
(Corollary 3.1), temos que:

Proposicao 4.1. Seja (V,d(pr)) um (m,n,7)-espago. Entao Gy p 5 € isomorfo ao pro-

duto semi-direto
G(m,n,ﬂ) = (H Gm> >4S7r.
i=1

Mostraremos agora que G, , r) ¢ exatamente o grupo de simetrias de (V,d(p))-

Lema 4.1. Sejam (V,d(p ) um (m,n,7)-espago e V = U1 @U@ - - ® Uy, a decomposicdo
canonica de V. Se m = (ki1,...,kij,....kmn) € T : V. — V € uma simetria tal que
T(0) = 0, entdo para cada 1 < i < m existe um correspondente 1 < j < m tal que
T(U;) = Uj e ky = dim(Vy) = dim(Vj;) = kj para todo 1 <1 < n.

Demonstragao. Denotemos Vi1 @ Vo ®...& Vi, por U;p. Comecamos mostrando que, para
cada 1 < i < m existe um correspondente 1 < j < m tal que T'(U;1) = Ujr e kin = kj1.

Seja v; € Uit, vi # 0. Como d(pr)(T(v:),0) = d(pg(vi,0) = 1, entdo T(v;) é um
vetor de (P, m)-peso 1. Disto segue que T'(v;) € Uj; para algum 1 < j < m. Se
vl € Up, vl # v; e v) # 0, entdo T'(v]) = vy para algum v, € Uy com v, # 0, mas
também dp oy (T'(vi), T(v})) = dipx)(vi,v;) = 1. Se k # j, entao d(p (T (v;), T(v])) =
d(pxy(vj,vk) = 2. Daf que k = j e T(U;n) C Uj;. Aplicamos agora o mesmo argumento
para T71. Se v; € Uj1, v; # 0, e T(v;) = v; com v; € Ujy, entdo T71(v;) € U;y e conse-
quentemente T_l(Ujl) C Uji. Assim Uj; € T'(Uyp). Disto segue que T'(Us1) = Uji. Temos
que ki1 = kj1 pois T' é bijetora.

Provaremos agora por inducao sobre k que, para cada s existe [ tal que T(Ug) = U
e ksj = kjj para todo 1 < j < k e para todo 1 < k < n. Note que Ug, = Us. Sem
perda de generalidade, considere que s = 1, P; = {(1,1),...,(1,n)}. Seja P, uma cadeia
comegando em (,1) tal que T'(U11) = Up e suponha que U1y € levado por T' em
Ul(k_l) com ki; = kj; para todo 1 < j < k—1. Sejav = v11 + ...+ vig, vi; € Vi,
e seja T(v) = ur + ... + Uy, u; € U;. Como T(0) = 0, wpn(v) = wpn(T(v) =
wipry(ur) + ... + wpa (ty). Afirmamos que T'(v) = w;. Nao podemos ter u; = 0: neste
caso, Wip,m)(v) = Z#l WP (uj) e daf que, se u11 € Uiy, uin # 0, com T'(u11) = w1,

k= dipry(ui1,v) = dpry(T(11), T(v)) =Y wipm () + wpm(un) = k+1,
A
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uma contradicao. Logo u; # 0. Seja u; = up+. . .+uy, uy; € Vi, € suponha agora que exista
uma outra parcela u; # 0. Entao k = Zw(pﬂr) (uj) > wpx(w) e, consequentemente

j
t < k. Por inducdo, T~ !(u;) é um vetor em Vi(k—1) com w(pm (T~ (w)) < k. Logo

k= dipny(T (w),v) = dipry(u, T(v) =Y wipm(u) <k,
J#l

novamente uma contradi¢do. Sendo assim, T'(v) € Uy,. Segue da hipdtese de inducdo e do
fato de que T preserva pesos que T (v11 + ...+ v1g) = wyg + - . . + g, onde vy # 0 implica
w, # 0. Consequentemente, T'(Uiy) = Uy Como kij = kij para todo 1 < j < k-1
e T' é uma bijecao, segue que ki, = kji. Portanto T'(U1) = U; com ki; = kj; para todo
1<j5<n. O

Lema 4.2. Seja (V,dpr)) um (m,n,w)-espago. Cada simetria de (V,d(pr)) que preserva
a origem é um produto T, o g, com o em Sy e g em [[;~{ Gin.

Demonstragdo. Seja T' uma simetria de (V,d(p)) tal que T'(0) = 0. Para cada 1 <i <m
existe um o(7) tal que T(U;) = Uy(;y com ki = k,(y para todo 1 < 1 < n. Como T ¢é
uma bijecao, segue que i — o(i) é uma permutagao admissivel de {1,...,m}. Definimos
Ty : V= V pondo Ty(y) 1= Vy(1) + Vg(2) + - - - + Vg(m) € entao T' = T,(T,;'T), onde o € S;.
Seja g = (T, T). Claramente g(U;) = Uj, e g|y, é uma simetria de V;. Definindo g; := g|y,
temos que g = (g1,...,9n) €, consequentemente g € H?il Gin. ]

Teorema 4.1. Seja (V,d(py)) um (m,n,)-espago. O grupo de simetrias de (V,d(pr)) €
isomorfo ao produto semi-direto
m
(H Gm> NSN.
i=1

Demonstragdo. Seja T' uma simetria de (V,d(pr)) e sejav = T(0). A translagdo S—,(u) :=
u — v é uma simetria tal que (S_, 07)(0) = S_,(v) = 0. Segue do lema acima que
S_yoT € Gy - A restricao de S, a U; é uma translagao por v;, e portanto uma simetria
de U;. Segue que S, € [T Gin C G(mn,x) €, consequentemente, T' = S, 0 (S, o T') estd
em Gy ) Logo Gy é 0 grupo de simetria (V,d(pr). Pela Proposicio 4.1, Gy x) €
isomorfo ao produto semi-direto ([[;~; Gin) .S O

5 Conclusoes

Encerramos o trabalho reobtendo o grupo de simetrias dos espacos de Rosenbloom-
Tsfasman [9] e apresentando o grupo de simetrias dos espagos de blocos.

Teorema 5.1. (i) Se P = ([m-n],<) € uma uniao disjunta de m cadeias de compri-
mento n e V.= Fy"™, entao o grupo de simetrias de (V,dp) € isomorfo ao produto

semi-direto (G)™ XSy com Gy = (S)" 3(... ((Sg)7%8,) . ..);

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0372 010372-6 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0372

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

(1) Se P € anticadeia e m = (ki,ko,...,kn) € tal que ki = ... = kpyy, = U1, ...,
Emitoqmy 41 = oo = kmagoqmy, = b com Iy > ... > 1., entdo Symm(V,dr) =

(H;L qui) x (Hé:l Smi)~

Demonstragdo. Em (i) basta observar que somente as permutacoes de cadeias sao ad-
missiveis. Em (ii) apenas os blocos de mesma dimensao podem ser permutados. O resul-
tado segue agora dos Teoremas 3.2 e 4.1. O
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