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Resumo. Com redugoes de largura de banda e de profile de matrizes, pode-se obter redugao
no custo de processamento de resolutores iterativos de sistemas de equagoes lineares (SELS).
O método Reverse Cuthill-McKee é um algoritmo classico para reducao de largura de banda
e de profile. Esse método apresenta baixo custo computacional e gera resultados razoaveis.
Neste trabalho, é avaliada a busca local Hill-Climbing para se melhorar os resultados do
método Reverse Cuthill-McKee, ao iniciar seu processamento com vértices pseudo-periféricos
determinados pelo algoritmo de George-Liu. Nao foram observadas melhorias nos resultados
com a busca local. Também, constatou-se que o custo de processamento exigido pela busca
local nao compensa eventuais melhorias nos resultados obtidos nas reducoes de largura
de banda e de profile. Consequentemente, nao ha reducao do custo de processamento na
resolugao de sistemas de equagoes lineares pelo método dos gradientes conjugados.

Palavras-chave. Reducao de largura de banda, Reducao de profile, Método dos gradientes
conjugados, Matrizes esparsas, Reordenamento de matrizes, Busca local.

1 Introducao

Redugoes de largura de banda e de profile de matrizes sao problemas importantes no
contexto de resolugéo de sistemas de equacoes lineares na forma Ax = b, em que A é a
matriz de coeficientes, x é o vetor de incognitas e b é o vetor de termos independentes.
Pode-se obter baixo custo de processamento na resolucao de sistemas de equagoes lineares
com as redugoes de largura de banda e de profile da matriz A de coeficientes [6,7, p. 94].

Seja G = (V, A) um grafo conexo e nao direcionado, em que V e A sdo conjuntos de
vértices e arestas, respectivamente. A largura de banda de G = (V, A) é definida como
B(G) = max[(Vv € V) (V{v,u} € A) |s(v) — s(u)|], em que s(u) e s(v) sdo as numeragoes
(ou rétulos) dos vértices u e v, respectivamente. O profile de G = (V, A) é definido como
profile(G) = >, oy max[(V{v,u} € A) |s(v) — s(u)|]. Seja A = [a;;] a matriz (simétrica e
n x n, em que n = |V|) de adjacéncias do grafo G = (V, A). Equivalentemente, a largura
de banda de A é definida como (A) =max[(1<i<n) (1 <j<i)(i—min(j: (1<j<
i)) | aij # 0)] e profile é definido como profile = i ;[i — min(j : (1 < j < i) a;j # 0)].
Os problemas de minimizacoes de largura de banda e de profile de matrizes A sdo de
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aproximar, ao maximo possivel, todos os coeficientes nao nulos da diagonal principal de
A. Esses sao problemas pertencentes a classe NP-dificil [13, 14].

Muitas heuristicas para os problemas de redugoes de largura de banda e de profile de
matrizes tém sido propostas desde a década de 1960 [1,2,6,8]. Em revisoes sistematicas
realizadas [1,2,6,8], foram identificadas 132 heuristicas para redugoes de largura de banda
e/ou de profile de matrizes. Entre essas heuristicas, pode-se destacar o método Reverse
Cuthill-McKee (RCM) [5], que é um algoritmo in-place, com baixo custo de processamento
e que gera redugoes de largura de banda e de profile razoaveis.

As redugoes de largura de banda e de profile realizadas pelo método RCM sao depen-
dentes do vértice inicial para seu processamento. Um dos algoritmos mais conhecidos para
a escolha desse vértice inicial é o algoritmo de George-Liu (GL) [3]. O método RCM-GL [4]
é utilizado, por exemplo, no MATLAB (http://www.mathworks.com/products/matlab).

Buscas locais sao utilizadas para melhorar solugoes geradas por heuristicas, a fim de
serem encontrados étimos locais. Uma busca local bastante utilizada é o método Hill-
Climbing (HC). Nao é conhecido pelos autores alguma implementa¢ao do método RCM
em conjunto com busca local. Neste trabalho, sao apresentados resultados de experimen-
tos numéricos realizados com o método RCM-GL e com busca local realizada com uma
modificacao no método HC para redugoes de largura de banda e de profile de matrizes.
Essa heuristica é denominada aqui como RCM-GL-HC. Na secao 2, apresenta-se o método
HC implementado. Detalhes sobre os experimentos numéricos e as ferramentas utilizadas
sao explicados na secao 3. Os resultados das simulagoes realizadas e as consideragoes finais
sao apresentados nas secoes 4 e 5, respectivamente.

2 Busca local pelo método H:ill-Climbing

O método HC implementado neste trabalho é uma modificacao do método HC proposto
por Lim et al. [12]. Essa modificacdo foi realizada com o objetivo de se obter uma busca
local por HC com custo de processamento baixo, pois o método HC implementado por
Lim et al. [12] apresenta custo de processamento alto. Com redugoes de largura de banda
e de profile de matrizes, objetiva-se reduzir o custo de processamento da resolucao de
SELs. Dessa forma, redugoes de largura de banda e de profile nao podem ter custo de
processamento alto. No método HC de Lim et al. [12], sdo escolhidos varios vértices para se
trocar a numeracgao, dependendo de algumas caracteristicas como, p.ex., a numeracao dos
vértices adjacentes e a diferenga entre as numeragoes dos vértices. A modificacdo avaliada
neste trabalho limita a quantidade de vértices no conjunto para trocas de rétulos.

O método HC implementado neste trabalho é mostrado no algoritmo 1. Essa sub-rotina
é chamada apés a heuristica RCM-GL renumerar os vértices do grafo. O algoritmo 1 recebe
um grafo G = (V, A) e retorna esse grafo com a numeracao alterada se alguma melhora
em relagao a solugao atual é encontrada; caso contrario, o grafo original é retornado. Na
linha 2, sao selecionadas (pelo menos duas) arestas criticas A, do grafo G = (V, A). Uma
aresta {u,v} € A é critica se |s(u) — s(v)| = . Na linha 3, sao armazenados a largura de
banda e o profile originais. O lago de repeticao repita-até nas linhas 4-11 é executado até
que nao se encontre melhoria na largura de banda e no profile na nova solugao em relagao
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a solucao corrente, de forma a se ter um procedimento com baixo custo de processamento.

Algoritmo 1: Pseudo-cédigo da sub-rotina Hill-Climbing, modificada neste traba-

lho, para reducgoes de largura de banda e de profile, a baixo custo de processamento.

Entrada: Grafo G = (V, A);
Saida: Grafo G = (V, A) renumerado ou o grafo com a numeragéo original se ndo houve troca de rétulos dos vértices;

1 inicio
2 A. + ArestasCriticas(G); // seleciona todas as arestas criticas do grafo
3 B + G.ObtemLarguraDeBanda(); profile «+— G.ObtemProfile();
4 repita
5 e + Random(A.); e < Random(A.); // duas arestas criticas e; = {v1,va}, ex = {v3,va} € A sdo obtidas
// troca os rétulos dos vértices das duas arestas, deixando-os com valores préximos entre si
6 vy.rotulo < max(vy.rotulo, vy.rotulo); va.rotulo +— max(vs.rotulo, va.rotulo);
7 vg.rotulo < min(vy.rotulo, vy.rotulo); vg.rotulo < min(vs.rotulo, va.rotulo);
// calcula os novos largura de banda e profile
8 novog + G.ObtemLarguraDeBanda(); novoy,efile + G.ObtemProfile();
9 se ( ((novog < B) A (novoy,ofite < profile)) ) entédo
10 B + novog; profile < novoyrsfiles
11 fim-se;
12 até que ((novog # B) V (novoy,ofite # profile)) ;
13 retorna G = (V, A);
14 fim.

Na linha 5, duas arestas criticas, ey = {vy,v2}, ea = {v3,v4} € A, s@o obtidas
aleatoriamente e removidas de A.. Os vértices dessas duas arestas tém os rétulos trocados
entre si nas linhas 6 e 7: os vértices v] e vg (v3 e vg), da aresta e; (e2), recebem os maiores
(menores) rétulos de vértice das arestas eq e ea (e1 e ez), respectivamente. Essa troca dos
rétulos é realizada de modo que a largura de banda e profile resultantes sejam os menores
possiveis. Com isso, a diferenca entre rotulos serd pequena em vértices adjacentes.

Na linha 8, a largura de banda e o profile novos sao calculados. O processamento
continua se uma melhora em relagao a solucao corrente é verificada, ou seja, se a largura
de banda nova é menor que a largura de banda corrente e o profile novo é menor que o
profile corrente; caso contrario, a busca local é encerrada.

O numero de arestas criticas nos grafos €, geralmente, pequeno. Com isso, nao ha muita
variedade de vértices para terem rétulos trocados. Por isso, com maior custo processa-
mento, Lim et al. [12] utilizaram arestas A—criticas. Uma aresta {u,v} € A é considerada
A—critica se |s(u) — s(v)| > B - A, para A € [0,1] € R. Com isso, adotamos, também,
vértices A—criticos para se realizar a troca nas numeracoes dos vértices com o objetivo
de se ter maior variedade de vértices para as trocas de rétulos. A alteracao realizada
no método HC, para que vértices A—criticos também possam ser selecionados para tro-
cas de rétulos foi na sub-rotina ArestasCriticas(G), executada na linha 2 do Algoritmo
1. Nessa modificacao, sao selecionadas as arestas A—criticas do grafo. A heuristica com
essa modificagao é denominada, neste trabalho, de RCM-GL-HC),. Assim, a heuristica
RCM-GL-HC ¢é um caso especial desse método em que A = 1.

3 Detalhes dos testes e ferramentas utilizadas
Foram realizados experimentos numéricos com as heuristicas RCM-GL, RCM-GL-HC
e RCM-GL-HC) em 10 instancias: cinco instancias oriundas da base de matrizes esparsas

Harwel-Boeing e cinco sistemas de equacoes lineares, em que quatro desses sistemas sao
oriundos de discretizagoes das equagoes de Laplace [10] e da conducao do calor pelo método
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dos volumes finitos (MVF) [11]. Especificamente, utilizou-se o método dos gradientes
conjugados precondicionado pelo método de Jacobi (MGCPJ) para resolver esses sistemas
de equacoes lineares. Os métodos foram implementados na linguagem C++ e foi utilizado
o compilador g++ 4.8.4. Além disso, utilizou-se a biblioteca GNU Multiple Precision
Floating-point computations with correct-Rounding (MPFR) para se obter maior precisao
(256 bits) nos calculos na resolucao dos sistemas de equagcoes lineares pelo MGC.

Utilizou-se uma estacio de trabalho com processador Intel® Core™ i5-3337U CPU
1,80GHz, com 3MB de memoria cache e com 6GB de meméria principal DDR3 1.333GHz
(Intel, Santa Clara, CA, EUA). Foi utilizado o sistema operacional Ubuntu 14.04 LTS 64
bits com kernel 3.19.0-39-generic.

4 Resultados e analise

Nesta secao, sao apresentados os resultados das simulacoes realizadas. Na Tabela 1, sao
apresentados os resultados das heuristicas RCM-GL, RCM-GL-HC e RCM-GL-HC,, (para
A =0,1; 0,3; 0,6; 0,9) ao serem aplicados em cinco instancias da base de matrizes esparsas
Harwell-Boeing. Cada heuristica foi executada cinco vezes e os dados apresentados nessa
tabela sao referentes & média dessas execugoes. Observa-se que nao houve melhoria nos
resultados referentes a largura de banda e ao profile com as execucoes dos métodos Hill
Climbing (HC) e HC, (para A = 0,1; 0,3; 0,6; 0,9) ao serem executados apés o método
RCM-GL. Observa-se na Tabela 1 que nao compensou aumentar o niimero de possiveis
vértices para terem rotulos trocados. Independentemente do valor de A, os resultados, em
relacao a largura de banda e ao profile, foram os mesmos obtidos pelas heuristicas RCM-
GL e RCM-GL-HC. Quanto menor o valor de A\, mais vértices sao selecionados e, com
isso, maior o custo de processamento para manipular esses vértices. Dessa forma, como
esperado, a heuristica RCM-GL-HC (RCM-GL-HC)) apresentou custo de processamento
maior que a heuristica RCM-GL (RCM-GL-HC) em todas as simulagoes.

Tabela 1: Resultados do método RCM-GL [4] em conjunto com o método Hill Climbing
(HC) e com o método HC, (para A = 0,1; 0,3; 0,6; 0,9) avaliados em relagao a largura de
banda, ao profile e ao tempo de execucao em simulacoes com matrizes simétricas.

Instancia n B profile tempo (s)

— [GL GL-HC GL-HC) — GL GL-HC GL-HC) GL GL-HC X=0,9 X=0,6 X=0,3 A=0,1
Awh85 85| 39 13 1153 617 0,00012 0,00021 0,00017 0,00034 0,00037 0,00080
Dwt_234 234 | 48 24 1765 1359 0,00015 0,00024 0,00034 0,00026 0,00049 0,00075
Nosl1 237 4 4 780 467 0,00019 0,00031 0,00047 0,00051 0,00108 0,00175
Can-838 838 | 837 118 207200 33859 0,00152 0,00174 0,00269 0,02005 0,04095 0,07046
Shermanl 1000|100 59 34740 25948 0,00075 0,00081 0,00179 0,03042 0,05238 0,05956

Em vez de A, utilizamos também V na condi¢do composta na linha 9 no Algoritmo 1
para que, em relagao a largura de banda e ao profile, houvesse melhoria de um e possivel-
mente piora de outro resultado. Essa alteracao faz com que aumente o tempo de execugao
da busca local. Foram realizadas cinco execucoes em cada instancia mostrada na Tabela
1 com essa variacao. Todavia, nao foi observada melhora nos resultados ao final do proce-
dimento. Em algumas execugoes, foi observado na instancia Nosl que um dos resultados
(largura de banda ou profile) piorou e o outro foi melhorado. Entretanto, ao final da
execucao, encontrou-se o mesmo resultado obtido pelo método RCM-GL. Na Tabela 2,
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sao apresentados resultados, referentes a uma execucao, de experimentos numéricos reali-
zados na resolugao de sistemas de equagdes lineares pelo MGCPJ. As heuristicas RCM-GL
e RCM-GL-HC resultaram na mesma renumeracao dos vértices, pois a busca local pelo
método Hill Climbing nao alterou a solugao gerada pela heuristica RCM-GL. Mesmo assim,
houve diferentes tempos de execucao do MGCPJ. Foram utilizados, nesses experimentos
numéricos, cinco instancias de sistemas de equacoes lineares: duas instancias oriundas da
discretizacao da equacao da condugao do calor pelo MVF [11]; duas instancias oriundas da
discretizacao da equagao de Laplace pelo MVF [10], em que a instancia composta por 1.874
incognitas foi numerada originalmente na sequéncia dada pela curva de Sierpinski modi-
ficada [9,15] e a instancia composta por 34.238 incdgnitas foi numerada originalmente de
forma aleatodria; uma instancia intitulada Pres_Poisson pertence a base de matrizes espar-
sas The University of Florida Sparse Matrixz Collection, e também é oriunda de problema
de dinamica de fluidos computacional.

Tabela 2: Resultados de execugoes do MGCPJ aplicado a SELs com renumeracao dos
vértices pelo método RCM-GL [4] em conjunto com o método HC avaliado neste trabalho.

Instancia (n) Heuristica 8 profile t (s) MGCPJ[t(s)] Speedup
Eq. do calor - 2120 1818156 - 3 -
(MVF) GL 114 129907 0,003 3 0,95
(2125) GL-HC 114 129907 0,004 3 0,94
Eq. do calor - 10626 45314579 — 37 -
(MVF) GL 271 1575766 0,016 35 1,06
(10728) GL-HC 271 1575766 0,021 35 1,06
Pres. Poisson - 12583 9789525 - 404 -
(14822) GL 401 3158771 0,076 441 0,92
GL-HC 401 3158771 0,101 442 0,91
Eq. de Laplace - 1873 57765 — 2 —
(MVF) GL 42 51807 0,002 2 0,94
(1874) GL-HC 42 51807 0,002 2 0,94
Eq. Lap. aleat. 34059 357518296 171
(MVF) GL 192 3413888 0,051 188 0,91
(34238) GL-HC 192 3413888 0,074 188 0,91

Observa-se, na Tabela 2, que os resultados em relacao as redugoes de largura de banda
e de profile das heuristicas RCM-GL e RCM-GL-HC foram iguais. Isso porque, como
nas simulacoes mostradas na Tabela 1, a busca local nao influenciou nos resultados. Em
nenhuma das iteracées do método HC houve melhora em relagao a solucao corrente. O
método RCM [5] numera os vértices na sequéncia dada pela busca em largura, ao ordenar
os vértices de um nivel em ordem ascendente de grau. Ao numerar os vértices de uma
aresta critica e; = {v1,v2} € A, pelos maiores rétulos em relagao & segunda aresta es =
{vs,v4} € A, é possivel que os vértices v, vy € V ja tenham rétulos maiores que os vértices
v3,v4 € V. Como esperado, a heuristica RCM-GL-HC foi mais lenta que a heuristica
RCM-GL. Na Figura 1, sao mostrados os tempos de execugao, em milissegundos, obtidos
ao aplicar as heuristicas RCM-GL, RCM-GL-HC e RCM-GL-HC, (para A = 0,1; 0,3; 0,6;
0,9) para redugoes de largura e de profile de matrizes em 10 matrizes simétricas.

5 Consideracoes finais
Como pode ser observado nos resultados apresentados neste trabalho, o método de

busca local Hill Climbing nao proporcionou resultados satisfatérios quando aplicado em
conjunto com o método Reverse Cuthill-McKee com vértice inicial (do processamento)
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dado pelo algoritmo de George-Liu [4], em nenhuma das simulagoes realizadas: a busca
local nao alterou a renumeragao dos vértices obtida pela heuristica RCM-GL. Nao com-
pensou utilizar essa busca local, pois os resultados nao foram melhorados e, também, ha o
custo de processamento (adicional) da busca local. Mesmo com a utilizagao de arestas -
criticas, com valores de A variados, a busca local por HC nao alterou as solucoes e, ainda,
apresentou custo de processamento ainda maior que o método HC com apenas arestas
criticas. Com as arestas A-criticas, aumentou-se o nimero de vértices para trocar a nu-
meragao, mas os vértices ainda sao escolhidos aleatoriamente. Com isso, essa abordagem
também nao se mostrou eficiente, pois depende da escolha de vértices com numeracoes
adequadas. Uma alternativa seria utilizar o método HC proposto por Lim et al. [12]; mas
isso aumentaria ainda mais o custo de processamento e nao compensaria na redugao do
custo de processamento na resolugao de sistemas de equacoes lineares (veja a Tabela 2).

A busca local nao alterou as solugoes geradas, provavelmente, por causa da forma como
a troca dos rétulos dos vértices foi realizada. Isso porque nao foram analisadas as demais
adjacéncias dos vértices em que os rétulos foram trocados. Isso faz com que a largura
de banda ou o profile, na maioria das vezes, aumente, fazendo com que o método HC
termine apés realizar poucas iteragdes. No método HC proposto por Lim et al. [12], sdo
analisadas, entre outras caracteristicas, as adjacéncias dos vértices. Porém, isso aumenta
significativamente o custo de execugao do método. Com as simulagbes mostradas neste
trabalho, entendemos que dificilmente uma busca local melhora os resultados de reducoes
de largura de banda e de profile de matrizes de forma a reduzir o custo de processamento
na resolucao de sistemas de equagoes lineares, principalmente por causa do custo de pro-
cessamento para se realizar a busca local. Apesar disso, como trabalho futuro, pretende-se
testar outras técnicas de busca local, como a abordagem k-opt em conjunto com heuristicas
para reducoes de largura de banda e de profile de matrizes esparsas [6].
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