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Resumo. Problemas de dois ńıveis são conhecidos por descreverem situações onde há uma
hierarquia entre dois interesses. Neste trabalho, são tratados aqueles cujo ńıvel inferior visa
atender vários objetivos distintos, consistindo em um problema multiobjetivo. Estratégias
de restauração inexata [1], que tiram proveito da estrutura original de minimização do
segundo ńıvel, são aplicadas ao modelo. Testes computacionais indicam que a abordagem é
promissora, mostrando-se como uma alternativa à reformulações do problema em um único
ńıvel.
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1 Introdução

Neste trabalho, lidamos com problemas de dois ńıveis nos quais, no ńıvel inferior, temos
um problema multiobjetivo. Mais especificamente, o problema de interesse é formulado
como

P: min
x

F (x) s.a. x ∈ X ∗

onde F : Rn → R e X ∗ é o conjunto Pareto do problema multiobjetivo

min (f1(x), . . . , fp(x)) s.a. h(x) = 0, x ≥ 0 (1)

com f1, . . . , fp : Rn → R e h : Rn → Rm. Assumimos que todas as funções são de classe
C2. Reformulando (1) via pesos, podemos reescrever P como o problema de dois ńıveis

min
w,x

F (x)

s.a.
∑p

i=1wi = 1, ε ≤ wi ≤ 1− ε, i = 1, . . . , p

x ∈ argmin {
∑p

i=1wifi(x); h(x) = 0, x ≥ 0} .
(2)
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Esta reformulação depende do parâmetro ε > 0, que garante que todos os objetivos fi’s
desempenham seu papel no processo de otimização.

Uma estratégia recorrente na literatura para lidar com o modelo (2) é substituir o
problema do ńıvel inferior por suas condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Porém,
essa abordagem não leva em consideração a estrutura de minimizaçao do problema do
ńıvel inferior. Por outro lado, estratégias de Restauração Inexata (RI) tiram proveito
dessa minimização [1] (fase de restauração). Consequentemente, podemos esperar melhores
soluções para (2). Ainda assim, pontos KKT indesejáveis do ńıvel inferior podem ser
obtidos (veja o Exemplo 2.1). A fim de contornar este inconveniente, sugerimos neste
trabalho uma estratégia de RI com perturbações nas restrições do ńıvel inferior.

O texto está organizado como segue. Na Seção 2 apresentamos resumidamente as
estratégias de RI para (2). Testes numéricos são apresentados na Seção 3 e, por fim, as
conclusões, na Seção 4.

Notação. O śımbolo ‖ · ‖ denotará a norma Euclidiana, enquanto que ‖ · ‖∞, a norma
do supremo. diag(z) é a matriz diagonal formada pelas entradas do vetor z.

2 Restauração Inexata (RI) para problemas de dois ńıveis

As condições KKT para o segundo ńıvel de (2), problema parametrizado em w, são

C0(w, x, µ, γ) = 0, x ≥ 0, γ ≥ 0, (3)

onde

Cξ(w, x, µ, γ) =

 ∑p
i=1wi∇xfi(x) +∇xh(x)µ− γ

h(x)
ΓX− Iξ

 ∈ R2n+m (4)

para ξ ≥ 0 e (µ, γ) ∈ ∆ ⊂ Rm ×Rn+ (∆ é o conjunto de multiplicadores do ńıvel inferior),
Γ = diag(γ) e X = diag(x). Definimos

Lξ(w, x, µ, γ, λ) = F (x) + Cξ(w, x, µ, γ)Tλ

para λ ∈ R2n+m e ξ ≥ 0. Escrevemos s = (w, x, µ, γ) ∈ Ω×∆ onde Ω = {(w, x);
∑
wi =

1, ε ≤ wi ≤ 1− ε,∀i}. Denotaremos por C ′ξ(s) a Jacobiana de Cξ no ponto s.
Resumimos abaixo o método de RI descrito em [1] para P. Os parâmetros η > 0,

M > 0, θ−1 ∈ (0, 1), δmin > 0, τ1 > 0, τ2 > 0 são dados, assim como as aproximações
iniciais s0 ∈ Ω×∆, λ0 ∈ R2n+m, e uma sequência {ωk} tal que

∑∞
k=0 ω

k <∞. Os passos
para obtermos sk+1 = (wk+1, xk+1, µk+1, γk+1) e λk+1 são dados a seguir.

Algoritmo 2.1. Restauração Inexata para P

1. Defina θmin
k = min{1, θk−1, . . . , θ−1}, θlargek = min{1, θmin

k + ωk} e θk,−1 = θlargek .

2. (Fase de restauração) Encontre um minimizador x ≥ 0 e multiplicadores (µ, γ) ∈
∆ aproximados para o problema do segundo ńıvel de (2). Defina zk = (wk, x, µ, γ).
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3. (Direção tangente) Calcule

dktan = Pk[z
k − η∇sL0(z

k, λk)]− zk

onde Pk[ · ] é a projeção ortogonal sobre πk = {s ∈ Ω ×∆; C ′0(z
k)(s − zk) = 0} (a

projeção é única se Ω×∆ é convexo). Se zk = sk e dktan = 0, pare e retorne xk como
solução de P. Caso contrário, faça i← 0, escolha δk,0 ≥ δmin e continue.

4. (Fase de minimização) Se dktan = 0 tome vk,i = zk. Caso contrário, tome tk,ibreak =

min{1, δk,i/‖dktan‖} e encontre vk,i ∈ πk tal que, para algum 0 < t ≤ tk,ibreak, tenhamos

L0(v
k,i, λk) ≤ max{L0(z

k + tdktan, λ
k), L0(z

k, λk)− τ1δk,i, L0(z
k, λk)− τ2} (5)

com γ ≥ 0 (γ de vk,i) e ‖vk,i − zk‖∞ ≤ δk,i.

5. Se dktan = 0 defina λk,i = λk. Caso contrário, tome λk,i ∈ R2n+m tal que ‖λk,i‖∞ ≤
M .

6. Para todo θ ∈ [0, 1], seja Predk,i(θ) definido pela expressão

θ
[
L0(s

k, λk)− L0(v
k,i, λk)− C0(z

k)T (λk,i − λk)
]

+ (1− θ)
[
‖C0(s

k)‖ − ‖C0(z
k)‖
]
.

Tome Predk,i = Predk,i(θk,i) onde θk,i é o máximo θ ∈ [0, θk,i−1] que satisfaz
Predk,i(θ) ≥ 1

2

[
‖C0(s

k)‖ − ‖C0(z
k)‖
]
.

7. Calcule

Aredk,i = θk,i

[
L0(s

k, λk)− L0(v
k,i, λk,i)

]
+ (1− θk,i)

[
‖C0(s

k)‖ − ‖C0(v
k,i)‖

]
.

Se Aredk,i ≥ 0.1Predk,i faça sk+1 = vk,i, λk+1 = λk,i, θk = θk,i, δk = δk,i, Aredk =
Aredk,i, Predk = Predk,i e termine a iteração corrente k. Caso contrário, escolha
δk,i+1 ∈ [0.1δk,i, 0.9δk,i], faça i← i+ 1 e vá para o passo 4.

2.1 Uma versão perturbada de RI

Comentamos anteriormente que a estratégia de RI explora a minimização do ńıvel
inferior, e logo, possivelmente, obtém melhores soluções do que a reformulação KKT.
Mesmo assim, em situações muito espećıficas e na presença de restrições de desigualdade,
o Algoritmo 2.1 pode obter um máximo local do segundo ńıvel, uma situação indesejada
para o problema de dois ńıveis. O próximo exemplo ilustra uma situação com tal perfil.

Exemplo 2.1. Consideremos o problema bidimensional

min F (x1, x2) = x21 + x22 s.a. (x1, x2) ∈ X ∗, (6)

onde X ∗ é o conjunto Pareto de

min (f1(x), . . . , fp(x)) s.a. (2/5)x1 + x2 ≤ 2, 5x1 − x2 ≤ 10, x1, x2 ≥ 0, (7)
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Figura 1: Geometria para o Exemplo 2.1. O ponto KKT x é indesejável para (6).

e, para cada 1 ≤ i ≤ p,

fi(x1, x2) = (x1 − ai)2 + (x2 − bi)2,

ai = 1 + 2 cos θi, bi = 1 + 2 sen θi e θi = [2π/p](i − 1). Analisemos o caso p = 3, onde
a = (3, 0, 0)T e b = (1, 1+

√
3, 1−

√
3)T . O conjunto Pareto X ∗ é a interseção da envoltória

convexa dos pontos (ai, bi), i = 1, 2, 3, com a região delimitada pelas restrições do segundo
ńıvel (7) (veja Figura 1). Portanto, a origem é o único minimizador global de (6).

Adicionando as variáveis de folga x3 e x4 nas restrições de (7), obtemos a versão dois
ńıveis por pesos (2). É fácil mostrar que o ponto x = (20/29, 50/29, 0, 240/29)T é KKT
do segundo ńıvel para w viáveis (isto é, w1 + w2 + w3 = 1 e w1, w2, w3 ≥ ε) tais que

15w1 − 2
√

3w2 + 2
√

3w3 = 2, w1 6= 20/87, (8)

e que o multiplicador γ3 associado à restrição x3 ≥ 0 é positivo. Esse sistema ad-
mite solução para todo ε < 20/87 ≈ 0.23. Tomemos então um w ∈ R3 viável sa-
tisfazendo (8), e mostremos que o Algoritmo 2.1 pode convergir a x, um ponto in-
desejável para o problema (6) (veja a Figura 1). De fato, sejam (µ, γ) os multipli-
cadores associados a x. Denotemos z = (w, x, µ, γ). Iniciando o Algoritmo 2.1 com
s0 = z e λ0 = 0, podemos assumir que o passo 2 fornece z0 = z. Do passo 3, temos
γ3x3 = 0, o que implica x3 = 0. Assim, a projeção de π0 no espaço de x é a reta
(2/5)x1 + x2 = 2 (veja a Figura 1). É fácil verificar que ∇xF (x) é ortogonal à essa reta, e
logo d0tan = P0[z− η∇sL0(z, λ

0)]− z = P0[z− η∇sF (x)]− z = 0. Ou seja, o Algoritmo 2.1
termina declarando x como solução de (6). �

No exemplo anterior, se nós “balancearmos” a complementariedade requerendo γixi =
ξ > 0, o ponto corrente x estará no interior da região viável do segundo ńıvel, evitando
que o Algoritmo 2.1 convirja a x. Evidentemente, ξ deve ir a zero de modo a recuperar
o sistema KKT. Nós chamaremos essa estratégia de restauração inexata perturbada, e
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é inspirada em métodos de pontos interiores. Mais especificamente, na iteração k ≥ 1
fazemos, para todo i, γki x

k
i = ξk onde

ξk = min
{
ξ̃k , ξmax , ξdec · ξk−1

}
, ξ̃k =

1

k2

(
γk−1 · xk−1

n

)
, (9)

ξmax > 0 é a perturbação máxima e ξdec ∈ (0, 1) é um parâmetro que garante decréscimo
a cada iteração. Definimos ainda ξ0 = ξmax. A expressão (9) se mostrou numericamente
adequada aos nossos testes, e foi inspirada em resultados de [3]. A fase de restauração do
Algoritmo 2.1 consiste agora na resolução de

Cξk(wk, x, µ, γ) = 0, x ≥ 0, γ ≥ 0. (10)

Como C ′
ξk

= C ′0, o problema do passo 3 permanece o mesmo, enquanto que os passos 4 a

7 são adaptados de maneira natural. Uma solução de (10) pode ser recuperada se o valor
ótimo de

min
x,µ,γ

∥∥∑p
i=1w

k
i∇xfi(x) +∇xh(x)µ− γ

∥∥2
s.a. h(x) = 0, x, γ ≥ 0, xiγi = ξk, i = 1, . . . , n

(11)

for zero. Caso não seja posśıvel, procedemos com um ponto estacionário deste problema.
O critério de convergência (zk = sk e dktan = 0) pode não ser suficiente na estratégia

perturbada. De fato, devemos garantir que ao fim do processo a perturbação seja “zero”,
apesar de não observarmos término do algoritmo com perturbação positiva em nossos tes-
tes. De qualquer forma, modificamos o passo 3 para reduzir a perturbação, caso necessário,
da seguinte forma: no caso inusitado zk = sk, dktan = 0 e ξk > 0, encerramos a iteração
corrente k, fazemos ξk+1 = ξdec · ξk e voltamos ao passo 2.

Como vimos, a estratégia perturbada é obtida por pequenas modificações no Algo-
ritmo 2.1. Portanto, a boa definição e resultados de convergência teórica das estratégias
de RI apresentadas podem ser obtidas de maneira análoga ao feito em [1,5].

3 Testes computacionais

Para resolução dos subproblemas da fase de restauração (incluindo (11)) e para o
cálculo de projeções, utilizamos o método de programação quadrática sequencial (SQP)
regularizado implementado no pacote WORHP [2]. WORHP emprega uma técnica de
globalização baseada em busca linear com uso de função de mérito tipo Lagrangiana
aumentada. Os (sub)problemas quadráticos em WORHP são resolvidos por um método
de pontos interiores, cujas Hessianas são obtidas por atualizações BFGS.

Consideramos a condição dktan = 0 no passo 4 do Algoritmo 2.1 satisfeita se ‖dktan‖∞ ≤
εopt para uma tolerância εopt > 0 dada. Se esta condição não ocorre, devemos calcular
vk,i ∈ πk satisfazendo (5). Para tanto, resolvemos, via WORHP, o problema

min
v=(w,x,µ,γ)

Lξk(v, λk) s.a. C ′ξk(zk)(v − zk) = 0, γ ≥ 0, (w, x) ∈ Ω, ‖v − zk‖∞ ≤ δk,i.
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Um ponto estacionário deste problema é potencialmente um bom candidato a vk,i. Se sua
resolução falhar ou se sua solução não satisfizer (5), realizamos backtracking ao longo da
direção de descida (para Lξk , a partir de (zk, λk)) dktan.

Comparamos as duas estratégias de RI com a reformulação KKT, que consiste no pro-
blema de um ńıvel obtido ao substituir o problema do segundo ńıvel pelas suas condições
KKT. No último caso, o problema resultante é um caso especial de problemas com res-
trições de complementariedade, para os quais os métodos SQP são adequados [4]. Portanto,
são resolvidos com o pacote WORHP.

Utilizamos um computador com processador Intel(R) i7-6600U 2.60Ghz, 8Gb RAM, e
sistema operacional GNU/Linux Ubuntu 64 bits. Grande parte do código foi escrito em
Fortran 90, e outra pequena parte em linguagem C, especialmente a interface AMPL. Para
as estratégias de RI fixamos a tolerância para otimalidade εopt = 10−4 e os parâmetros
η = 0.1, θ−1 = 0.5, r = 0.5, ε = 10−4, M = 1016, δmin = εopt/2, τ1 = 10−2, τ2 = 10−3,
ωk = 1/k2, λ0 = 0, ξmax = 10−2 e ξdec = 0.8. Em WORHP fixamos εSQP = 10−6 como
tolerância para otimalidade. Inicializamos o passo 3 com δk,0 = 10 (cf. [1]) e no passo 7
fazemos δk,i+1 = δk,i/2.

A Tabela 1 resume os resultados obtidos para diferentes problemas da literatura. Pode-
mos observar que a estratégia de restauração inexata atinge melhores soluções do que a re-
formulação KKT, como já comentamos. Mais ainda, o método de programação quadrática
sequencial não atingiu pontos KKT do ńıvel inferior em três instâncias. Isso deve-se,
possivelmente, ao elevado grau de dificuldade na resolução de problemas com restrições
de complementariedade (estes possuem alto grau de degeneração [4]). Neste sentido, a
RI evita tais dificuldades, pois resolve o problema do segundo ńıvel original. Por fim,
a estratégia de perturbação melhorou os resultados em 6 problemas, inclusive em uma
instância do Exemplo 2.1. Para uma única instância do Problema 13, a versão perturbada
teve comportamento pior do que o Algoritmo 2.1.

4 Conclusões

Neste trabalho discutimos a aplicação de estratégias de restauração inexata a pro-
blemas de dois ńıveis cujo segundo ńıvel consiste em um problema multiobjetivo. Tais
estratégias mostram-se promissoras frente à tradicional maneira de lidar com problemas
de dois ńıveis, isto é, aquela obtida pela reformulação KKT do problema do ńıvel inferior.
Testes mais completos e uma análise mais aprofundada são objeto de trabalhos futuros.
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