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Resumo. Consideramos o problema de otimizagao multiobjetivo de encontrar pontos Pareto
fraco para aplicagoes convexas F' : R — R™. Para este problema, propomos uma versao
inexata do algoritmo de ponto proximal vetorial de Rocha et al.. Mostramos que qualquer
sequéncia gerada pela versao inexata é limitada e que seus pontos de acumulacao sao solugoes
Pareto fraco para o problema.
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1 Introducao

O classico algoritmo de ponto proximal (APP) para otimizar uma fungao convexa de
valor escalar f : R™ — R foi originalmente introduzido por Martinet [5] e desenvolvido e
estudado por Rockafellar [11]. Este APP gera uma sequéncia {z*} via o seguinte procedi-
mento iterativo: Dado um ponto inicial 20 € R™,

2t € argmin{f(z) + M|z — 28| | € R"}, (1)

onde )\, é uma sequéncia de nimeros reais positivos e ||.|| é a norma usual.

Em recentes décadas a andlise de convergéncia deste APP tem sido amplamente estu-
dada e consequentemente surgiram, na literatura, intimeras generalizagoes/variagoes deste
APP para diversas classes de problemas, dentre as quais, destacamos a otimizacdo mul-
tiobjetivo/vetorial. Dentre os trabalhos existentes na literatura, que envolvem o APP
aplicado a problemas multiobjetivo, citamos: Bonnel et al. [2] e Rocha et al. [9,10].

Rocha et al [10] desenvolveram um APP aplicado & problemas de otimizagao multi-
objectivo irrestrito e convexo. Uma de suas principais contribuigoes foi a introdugao da
aplicagdo quase-distancia nos subproblemas regularizados do APP, que possui importantes
aplicagoes em teoria da computacao [3] e economia [8], entre outras. Sob certas hipdteses
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razodveis, mostraram a convergéncia do APP para solu¢oes Pareto fraco e, devido a im-
portancia das solucoes Pareto para as aplicacoes, exibiram uma classe de sequéncias que
sao geradas pelo algoritmo e que convergem para solucao Pareto (em vez de Pareto fraco).

Neste trabalho, propomos uma versao inexata do algoritmo proximal de Rocha et al.
[10]. Segundo Rockafellar [11], a importancia das versoes inexatas é que, para que um APP
seja pratico é importante que ele funcione com solugées aproximadas dos subproblemas.

Na secao 2 apresentamos conceitos e resultados relacionados a aplicagao quase-distancia,
teoria do subdiferencial e programacao multiobjetivo. Na secao 3, apresentamos nosso al-
goritmo proximal onde asseguramos a existéncia das iteradas e a convergéncia para solugoes
Pareto fraco.

2 Preliminares

Nesta secao, apresentaremos algumas Defini¢bes e Proposicoes bdsicas para a
prova do nosso principal resultado.

Definigao 2.1. Sejam x,y € R™ wvetores. (a) r<y<—=uz; <y,Vi=1,.,m;
(b)) r <y <=z <y,¥i=1.,m; (¢) z <y< =z <y,Vi=1,..,m, coma
desigualdade estrita assequrada para pelo menos um indice.

Considere uma aplicacao convexa G : R® — R™ e o seguinte problema de otimizacao
multiobjetivo (POM)
MINIMIZE {G(z) | z € R"}. (2)

Definicao 2.2. (a) a € R" € uma solugdo Pareto para o problema (2) se nao existe x € R™
satisfazendo G(x) < G(a); (b) a € R™ € uma solugao Pareto fraco para o problema (2) se
nao eriste x € R™ satisfazendo G(z) < G(a).

Denotaremos por argmin{G(z) | z € R"} e argmin, {G(x) | z € R"} o conjunto solugao
Pareto e o conjunto solugdo Pareto fraco para o problema (2), respectivamente. E facil
conferir que: argmin{G(z) | z € R"} C argmin, {G(x) | x € R"}.

Observagao 2.1. (Huang and Yang [4]) Dada uma aplicagio G : R™ — R™, considere
o POM
MINIMIZE{exp(G(z)) | = € R"}, (3)

onde exp(G(z)) = (exp(Gi(x)),...,exp(Gm(x))). Entdo, os conjuntos solugoes Pareto
fraco dos problemas (2) e (8) sao os mesmos. Portanto, sem perda de generalidades,
podemos assumir, que para todo Z € R\ {0}, (G(x),z) > 0; VYo € R". Obserque também
que a convezidade do problema (2) implica na convexidade do problema (3).

Defini¢ao 2.3. Seja h: R™ — R U {+oc0} uma fungao propria e x € R™.

1. O subdiferencial Fréchet de h em x € R™, éh(:c), € definido como seque:

vAey—e llz =yl -

Bh(z) = {{m* CR™: liminf MY =h(@) =@y —a) 0} . sew € dom(h)
o, se x & dom(h)
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2. O subdiferencial-limite de h em x € R™, 0h(x), é definido como seque:

Oh(z) = {a:* eR": 3z, —» x, h(zn) — h(z), z¥ € Oh(z,) — x*}

Observacao 2.2. a) Se & € dom(h), entio os conjuntos Oh(Z) e Oh(Z) sio fechados,
com Oh(&) convexo e Oh(z) C dh(z); e b) Seja C C R™. Se uma fungio propria b : C' —
R U {400} possui um minimo local em T € C, entdo 0 € d(h + d¢)(Z),0 € d(h + 6c) (%),
onde ¢ : R" — R U {+o0} € a fun¢do indicadora de C.

Definigcao 2.4. Uma aplicagdo q : R™ x R® — R, € dita ser uma quase-distancia se, para
todos x,y,z € R",

(A1) q(z,y) = q(y,7) =0 <=1 =y e (A2) q(z,z) < q(z,y) + q(y, 2).

Observagao 2.3. a) Se q é simélrica , isto €, se para todos x,y € R", q(z,y) = q(y, ),
entdo q € uma distancia; b) Uma quase-distancia ndo necessariamente € uma fun¢ao
conveza, nem continuamente diferencidvel, e nem mesmo uma func¢do coerciva em nenhum
de seus argumentos (conf. [8, Observagoes 3 e 4]).

A seguinte Proposicao providéncia uma classe de quase-distancias que sdo localmente
Lipschitz continuas e coercivas em qualquer um de seus argumentos.

Proposicao 2.1. Seja ¢ : R" x R® — Ry uma quase-distancia. Suponha que existem
constantes positivias o e 8 tal que

allz —yll < q(z,y) < Bllz —yl, Vz,yeR™ (4)
Entdo, para cada Z € R™, q(2,.) e q(., 2) sio func¢des Lipschitz continuas sobre R™, ¢*(Z,.)
e ¢%(., 2) sdo fungoes localmente Lipschitz continuas sobre R™ e q(%,.), q(.,2), ¢*(%,.) e,

¢*(.,2) sdo funcdes coercivas.

Demonstragao. Conferir [8, Proposicao 3.6 e 3.7 e Observagao 5]. O

Observagao 2.4. A classe de quase-distancias ndo simétricas que satisfazem a proprie-
dade (4) da Proposi¢io anterior € nao vazia. Conferir [8, Se¢ao 3.1].

Proposigao 2.2. Considere u,v € R" fizrados e q : R™ x R — R, uma quase-distancia
satisfazendo (4). Entao existe M > 0, que nao depende de u e v, tal que ||z*|| < M para
todo x* € 0 (q(.,v)) (u).

Demonstragao. Conferir [10, Proposicao 2.3]. O
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3 Algoritmo Proximal

Nesta secao, propomos um APP inexato com quase-distancia, denotado por Algo-
ritmo 1, para resolver o problema de otimiza¢ao multiobjetivo irrestrito (POMI)

MINIMIZE {F(z) | # € R"}, (5)

onde F = (I, Iy, ..., F,)T : R® — R™ é uma aplicacdo convexa, i.e., F; : R” — R é
convexa, para todos i € {1,...,m}. A sequéncia {z¥} C R™ é gerada como segue:

Algoritmo 1
1. Escolha 2 € R™.
2. Dado z¥, se 2* € argmin,, {F(x) | € R"}, entdo z¥*P = 2¥ vp > 1.

3. Dado ¥, se 2¥ ¢ argmin, {F(z) | + € R"}, entdo tome como z**! qualquer vetor
r € QF tal que existe ¢, € R, satisfazendo:

0 € 0., ((F(.),2") () + Bra(z, 2*)0(q(., a"))(x) + N (), (6)
¢ (x,z¥) <& ||F(z) — F(z*)| and klir{:o e = 0. (7)

onde 9., ({F(.), 2¥))(x) é a e —subdiferencial da fung¢io convexa (F\(.), z*) no ponto
x, Nok () é o cone normal no ponto 2 em relacio ao conjunto QF, 0 < m < B, < M,
{zF} cRPN\{0}; |21 =1, € Ry e QF = {z e R" | F(z) < F(z")}.

Observacgao 3.1. a) Se {z*} for uma sequéncia gerada pelo algoritmo 1, entdo QF D
QL Yk, Assim, o € QF1 C Q0 Yk > 1. Portanto, Q¥ limitado implica {z*} limitada,
b) Se F possui uma de suas componentes coercivas, entio QU é limitado ( [9, Lema 4.1]).

Em seguida, vamos enunciar e provar o nosso principal resultado de convergeéncia.

Teorema 3.1. Considere F' : R" — R™ convera e q : R” x R® — Ry uma quase-
distancia que satisfaz a condicdo (4). Suponha que o conjunto Q° seja limitado. Assim,
se {xF} for uma sequéncia gerada pelo algoritmo 1, entdo {x*} € limitada e qualquer ponto
de acumulagao desta sequéncia é uma solug¢ao Pareto fraco para o POMI (5).

Demonstragao. Dividimos a demonstracao do Teorema em trés etapas.

Etapa 1: Boa defini¢do do algoritmo (Existéncia das iteradas). z° € R™ é escolhido na
etapa de inicializagdo. Supondo que o algoritmo atingiu a iteragdo k, vamos mostrar
que um apropriado z**! existe. Pelo critério de parada, se ¥ € argmin,, {F(z), = € R"}
entdo 8P = 2% Vp > 1. Por outro lado, defina ¢* : R" — R tal que ¢ (x) = (F(x), 2*) +
%qg (z,2%). A convexidade de F em R" implica na convexidade de (F(.), z") em R™ e entéo
que <F(), zk> é uma aplicacdo continua em R”. Pela proposicio 2.1, ¢(.,2%) : R* — R,
é uma aplicacdo continua. Logo, ¢* : R® — R é uma aplicacio continua em R”. Desde
que F é convexa em R”, QF D QF1 vk e Q0 ¢ limitado (hipétese), temos que o conjunto
QF ¥k é convexo e compacto. Portanto, o conjunto argmin{¢”(z) | € QF} é nao vazio.
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Seja z¥*1 € argmin{¢”(z) | x € QF}. Entdo, pela observacio 2.2,
0€d((F(.),2") + %

Desde que (F(.),z¥) : R® — R é convexa, (F(.),z*) é localmente Lipschitziana em R™;
pela proposicao 2.1, 6 kq%(., 2%) é localmente Lipschitziana em R"; QF fechado implica que
dgr € semi-continua 1nfer10rmente (conf. [12, page 11]). Entao, usando o Teorema 2.33
de [6] in (8), obtemos

0 € A((F(.),2") (") + 05 a"( ) (@) + 9(Se) (M), (9)
Desde que QF é convexo e zFT! € QF temos 9 (6 ) (2FF1) = Noe (2F1), onde N (2F11)
denota o cone normal no ponto z**! em relacdo ao conjunto Q. Pela proposicao 2.1,
q(.,2%) é Lipschitziana em R™. Portanto, como q(z,y) > 0; V(z,7) € R® x R, to-
mando ¢1 = ¢s = ¢(.,2¥) no Teorema 7.1 de [7], obtemos 8(62’“9{2( k)) (zF+) =
Bra(z"*,27)0 (q(., 2*)) (z11), e entdo de (9),
0€d((F(.),2") (a1) + Brg(a*T1, 2%)d (q(., %)) (zF+1) + Now (aF1).

Assim, desde que 0f(x) = dpf(x) C 0-f(x) para toda fungdo convexa f : R" — R, todo
r € R" e todo € € Ry, z¥*! satisfaz (6) para e, = 0. Como 2"t € argmin{o¥(z) | x €
QFY e zF € QF; VE, oF(2F+1) < pF(2F); VE. Portanto, desde que g(x*, z¥) = 0, temos

<F($k+1),zk> + % q2($k+17$k) < <F(mk),zk>

¢°(,a®) + gn) (). (8)

Bkg

Entdo, como 0 < m < By, |2¥]| < [|2*]1 e [|2*]l1 = 1, temos

0< @M at) < (R - FE), 4 < ZREh) - R

Portantanto z**1 satisfies (6) and (7).
Etapa 2: Propriedades. Seja {xk} uma sequéncia gerada pelo algoritmo 1. Temos:
(a) {z*} é limitada; (b) Vz € R\ {0}, {(F(z*), 2) }xen 6 ndo crescente e convergente;
(c) lim [P — Fah)| =0, () lim qa**,2%) = 0; (e) lim [lob*! — 2* =0,

k—o0 k—o0 k—o0
De fato: (a) Desde que QF D QF1 & =0,1,..., temos z¥ € Q¥1 C QY Vk > 1. Entao,
como 00 é limitado (por hipétese), temos {2*} limitada.
(b) Desde que F(zF+1) < F(2*) (2% € QF) e z € R\ {0} temos:

<F(azk+1),z> < <F(:ck),z> Vk € N,

ie., {<F(xk),z>}keN é nao crescente. Pela observacao 2.1, {<F(mk),z>}k€N é limitada
inferiormente e portanto convergente.
(c) Seja z € R7, fixado. Por (b), {(F(z"), Z)}keN é convergente. Entao,

lim (F(z*) — F(2**1),2) = lim ) (Fi(z*) — Fy(z*1) 5 = 0. (10)

k—o0 k—o0 —

Como zF*! € OF temos F(zFt1) < F(2%), ie., Fy(2**1) < Fy(2%), Vi = 1,...,m. Entdo
(Fi(2*) — Fy(2**1))z >0, Vi = 1,...,m. Logo, de (10),
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lim (Fj(z*) — Fy(a*"'))z5 =0, Vi=1,...,m.

k—o00
Desde que z; > 0,7 = 1,...,m, temos klim (Fj(2*) — Fj(«**1)) = 0, Vi = 1,...,m, e entdo
— 00
lim (F(z*) — F(z**1)) = 0 € R™. Portanto lim ||F(zF+1) — F(2*)| = 0.
k—o00 k—o00

(d) Por (7), ¢(zF1, 2%) < e ||[F(2*t!) — F(2F)|| . Assim, desde que ¢(z,y) > 0, o resul-
tado segue do item (c).

(e) De (4), 0 < af|zFT! — 2F|| < g(2F*1,2%), Yk € N. Portanto, o resultado é uma con-
sequéncia do item anterior.

Etapa 3: Convergéncia para Pareto fraco. Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo algo-
ritmo 1. Pela etapa 2 (item a), existem z* € R™ e {z%},cy, uma subsequéncia de
{z*}, tal que lim; ,oo2z® = 2*. Como |z*|y = 1,Vk € N, existem z € RT \ {0} e
{zF1}1en, uma subsequéncia de {z*}, tal que limj_,o 2" = z. Fixe z € RT\ {0}. A
Convexidade da aplicagdo (F(.), z) em R™ implica em sua continuidade. Pela etapa 2(b),
vV z e RT\{0}; {(F(z"), z>}k€N é nao crescente e convergente. Portanto, Vz € R \ {0};

im0 (F(2%9), 2) = (F(2%), 2) = infren{(F(z*), 2)}. Entao,
(F(x%),z) < (F(zF),2), V2 € R\ {0} and k € N. (11)
Por (6), existem ¢Ft1 € 9(q(., z%)) (1) e vF1F! € N, (29171), tal que
— B q(zMFh k)t — okt e g, ((F(.), 24)) ().

Assim, pela desigualdade do ej,-subgradiente para a fungdo convexa (F(.),z*) temos:
Ve € R”,

(Fx),25) > (F(aMHh), M) — By g(ahth e (it o — gty — (Rt o — ahitt) — ¢

Como v+l € Ngi, (271, temos —(vhitl z — ghtly > 0 vz € QM. Por (H1) e
(H2), Q*,Vk € N é um conjunto compacto. Portanto, como Q1 C OF Vk € N te-

mos 2 = () QF # (). Logo, em particular,
k=0
(F(x),2) > (F(aM¥), 2M) — Brq(a T aM) (e — afith) — gy, Ve e Q0 (12)
De (11), (F (2T, 2%) > (F(z*),2"). Entéo, de (12),

(F(x),2") > (F(x*), 2F) — Br,q(a® ™t aM) < (Rt g —abitl > g V2 e Q. (13)

Pela proposicio 2.2, ||¢¥*1|| < M. Portanto, como as sequéncias {z*} e {8} sdo limitadas,
utilizando a desigualdade de Cauchy-Swartz, concluimos que | B, < (M7 2 — zhT >|<

M;. Logo, desde que pela etapa 2 item d), klim q(z**1, 2%) = 0, temos
— 00

\ 5qu(wk’+1,a?kl) < leH,x — gt >|— 0 quando [ — oc.
Portanto, recordando que lim;_, o, 2% = 2, from (13)

(F(z),2) > (F(z*), %), Vz € Q. (14)
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Vamos demonstrar que z* € argmin, {F(z) | x € R"}. Suponha, por contradi¢ao, que
existe £ € R™ tal que
F(z) < F(z"). (15)

Como z € R\ {0} temos:
(F(7),2) < (F(z7),2). (16)

Desde que, Q1 C QF Vk > 0e 2k € Q%1 V) com 2% — x*; j — oo, temos z* € Q,
ie., F(x*) < F(2%),Vk € N. Portanto, de (15), F(z) < F(2*),Vk € N, i.e., T € Q, que
contradiz (14) e (16). O

4 Conclusoes

Propomos uma versao inexata do algoritmo proximal (AP) de Rocha et al. [10]
que resolve problemas de otimizagao multiobjetivo convexo e irrestrito. Baseados em
resultados de andlise convexa e programacao multiobjetivo e em técnicas avancadas de
andlise variacional nao convexa e diferenciagao generalizada, desenvolvemos uma completa
andlise de convergéncia do APP inexato para solugoes Pareto fraco.

Como pesquisas futuras, pretendemos investigar a convergéncia do algoritmo para
solugoes Pareto (em vez de Pareto fraco) e propor uma implementacdo do algoritmo e
assim, testa-lo através de diversos exemplos numéricos.
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