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Resumo. Nos iltimos anos, inimeros pesquisadores tém-se dedicado ao desenvolvimento
de estratégias para o tratamento de problemas que apresentam incerteza, seja no modelo,
no vetor de varidveis ou no vetor de parametros. Neste contexto, a presente contribuigao
tem por objetivo o desenvolvimento de uma estratégia para o tratamento de incertezas no
vetor de varidveis de busca. A metodologia proposta consiste na associagao do algoritmo de
Evolugao Diferencial com a técnica denominada como Anélise de Confiabilidade Inversa. Os
resultados obtidos com a aplicagdo em func¢ées matematicas demonstram que a metodologia
proposta configura-se como uma alternativa interessante em relagao as técnicas tradicionais
que sao empregadas para essa finalidade.

Palavras-chave. Otimizagao Baseada em Confiabilidade, Evolugao Diferencial, Andlise de
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1 Introducao

Tradicionalmente, durante o processo de otimizagao considera-se que o valor da fungao
objetivo nao é influenciado por pequenas perturbagoes no vetor de variaveis de busca.
Todavia, na pratica, a implementacao desse resultado pode ser sensivel a pequenas per-
turbagoes, podendo implicar em desvios significativos no valor da fungao objetivo. Um
exemplo pratico dessa influéncia pode ser observado na manufatura de pecas. Neste caso,
apesar da precisao associada com este procedimento, os erros de producao sao inerentes
ao proprio processo, e estes podem influenciar o desempenho do projeto como um todo.

Para o tratamento deste tipo de problema, duas sao as abordagens que tém sido em-
pregadas, a saber, a otimizagao robusta e a otimizacao baseada em confiabilidade. Basi-
camente, define-se robustez como o processo de obtencao de uma solugao que seja pouco
sensivel a pequenas perturbagdes do vetor de varidveis de busca [8]. J4 a otimizagao
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baseada em confiabilidade consiste na obtencdo de uma solugdo, que sob determinadas
condigoes (avaliacdo do coeficiente de confiabilidade), ndo viole uma ou mais restrigoes
probabilisticas [2]. Embora estas duas abordagens tenham a mesma finalidade, sdo con-
ceitualmente distintas. Por outro lado, ambas convergem para uma mesma desvantagem,
a saber, requerem um nimero maior de avaliacoes da funcao objetivo em relacao ao caso
em que nao se considera a influéncia de incertezas (6timo deterministico ou nominal).
Assim, obter uma solucao considerando-se incerteza implica em mais avaliagoes da fungao
objetivo [5].

Diante do que foi apresentado, a presente contribuicao tem por objetivo propor uma
metodologia para a resolucao de problemas de otimizacao considerando incerteza no ve-
tor de varidveis de busca. A metodologia proposta consiste na associacao do algoritmo
de Evolugao Diferencial (ED) [7] com a técnica denominada como Andlise de Confiabili-
dade Inversa (IRA - Inverse Reliability Analysis) [4]. Este trabalho esta estruturado como
segue: a secao 2 apresenta aspectos relacionados com a otimizagao baseada em confiabili-
dade; ja nas secoes 3 e 4 sao apresentados, brevemente, a concepcao do algoritmo de ED,
bem como a descricdo da metodologia para a insercao de confiabilidade considerada; os
resultados obtidos com a aplicacdo da metodologia proposta em fung¢oes matemaéticas sao
apresentados na secao 5. Finalmente, as conclusoes sao comentadas na ultima secao.

2 Otimizacao Baseada em Confiabilidade

Como observado na Fig. 1, a solugcao de um problema de otimizacao deterministico é
determinada pela ativacdo de uma ou mais restrigdes (equacao de estado limite). Neste
caso, qualquer perturbagdo no vetor solucao (z; e z2) pode resultar em uma solugao
invidvel e com uma distribuicdo de probabilidade em torno da solucdo étima.

Regido Vidvel

Otimo
Confidvel

Otimo
Deterministico

Incertezas

Figura 1: Otimizagao baseada em confiabilidade - concepgao.

Conforme destacado por Deb et al. [3], obter uma solugao confidvel, isto é; associada a
uma dada probabilidade, implica na penalizagdo da solugdo deterministica (nominal). A
partir de uma dada medida de confiabilidade R, deseja-se encontrar uma solucao viadvel
que garanta que a probabilidade de ter uma solugao inviavel seja dada por 1-R. Matema-
ticamente, este problema pode ser formulado como:

min f(xq, x,) (1)
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3
P<Gj(xdax7") S 0) Z ij ] = 17 cey g (2)
fo <xg<wg, i=1,..,n4, Trp, k=1,...,m; (3)

em que f e G; representam a funcao objetivo e as restrigoes, respectivamente, x4 é o
vetor de varidveis de busca (valores deterministicos associados aos limites superiores mldi
e inferiores zY;), x, é o vetor de varidveis aleatérias, ny é o nimero de restricoes proba-
bilisticas, nq ¢ o nimero de varidveis de busca, n, ¢ o nimero de varidveis aleatérias, e R;
é a confiabilidade desejada. P é a probabilidade de G; ser menor ou igual a zero (G;=0
indica falha). A probabilidade de falha pode ser definida por uma fungao de distribuigao

cumulativa, isto é:

PGyaa) <0 = [ [ fx(a)de, (4)
G,<0
em que fx é uma funcao de densidade de probabilidade conjunta.

A integral dada pela Eq.(4) deve ser avaliada ao longo do espago de busca definido
pelas restricoes de desigualdade para determinar a probabilidade de falha P. A avaliacao
analitica (ou numérica) desta integral é uma tarefa complexa devido ao dominio. Para
superar esta dificuldade, o problema original, definido em termos das variaveis aleatérias
x,, pode ser reescrito em termos de um novo conjunto de varidveis aleatérias (u) usando a
transformagao de Rosenblatt [6]. Nesta abordagem, considerando o novo espaco de busca
(em termos do vetor u), o ponto mais provavel para a falha é encontrado localizando a
distancia minima entre a origem e o estado limite (ou a fungao de restri¢do), que é definida
pelo coeficiente de confiabilidade §. Assim, a restricdo probabilistica pode ser expressa
através de uma transformacao inversa, dada pela Eq.(5).

P(Gj(za, r, p) < 0) = ©(B) ()

onde ® é a fungao de distribuicdo normal padrao. Esta transformacao é utilizada para
mensurar a confiabilidade associada e evitar a avaliacao da integral da Eq.(4).

As técnicas para a avaliagao das restrigoes probabilisticas podem ser classificadas em
quatro categorias [3,5]: i) métodos de simulagdo; i) métodos de lago duplo; éii) métodos
desacoplados; e iv) métodos de lago simples. Na presente contribuigao, para a avaliagao
das restrigoes probabilisticas serd apresentada a técnica proposta por Du [4] e denominada
como Anadlise de Confiabilidade Inversa (IRA - Inverse Reliability Analysis). Esta abor-
dagem consiste na formulagdo de um problema inverso para a andlise de confiabilidade,
isto ¢, a partir da definicao da confiabilidade (R) ou do coeficiente de confiabilidade (53),
obtém-se o ponto mais provavel para a falha. Para aplicar esta abordagem, o vetor de
variaveis aleatorias x, é reescrito em termos do vetor u. Em linhas gerais, o procedimento
para a determinacao do ponto mais provavel de falha (u) é descrito como segue [4]: )
parametros de entrada (u%=0, 3 e o tipo de distribuicdo, ii) faz-se a avaliacdo de G;(u*)
e VGj(uk) para k=0 e calcule-se a usando a seguinte relacao:

IVG;(u¥)]
iii) atualiza-se u**!' = —Ba* e k=k+1, e iv) repete-se este procedimento (passos ii e iii)

até que a convergéncia seja alcancada.
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3 Algoritmo de Evolugao Diferencial

Nas ultimas décadas, iniimeras técnicas de otimizacao tem sido propostas. Dentre es-
tas, destaca-se o algoritmo de ED [7] como umas das mais utilizadas para essa finalidade.
Em termos gerais, neste algoritmo heuristico a geragao de um candidato a solugao do pro-
blema de otimizagao é obtida a partir da realizacao de operagoes vetoriais. Basicamente,
a partir da geragao de uma populagao com NP candidatos, seleciona-se dois destes (can-
didatos distintos) para a realizagdo de uma subtracao. Esta subtragao é ponderada por
uma constante F' (taxa de perturbacdo), e é adicionada a um outro individuo (distinto
dos outros dois) de modo que este seja perturbado. O individuo gerado através deste
esquema é avaliado segundo a funcao objetivo sendo que, a partir da avaliagdo de uma
probabilidade de cruzamento (C'R), este pode substituir um outro na geragao corrente.
Este procedimento é repetido até que uma nova populacao seja gerada e até o nimero
maximo de geragoes ser alcangado (critério de parada default).

4 Metodologia

A metodologia proposta neste trabalho e denominada como ED+IRA é baseada em
um processo de iteracao de lago duplo. No lago externo, o algoritmo de ED é aplicado
para determinar o valor das varidveis de busca. No laco interno, o procedimento IRA
é executado para encontrar o vetor u para cada um dos candidatos gerados pelo algo-
ritmo de ED. Em linhas gerais, o procedimento adotado neste trabalho pode ser resumido
como segue: i) parametros de entrada (funcao objetivo, restrigdes, nimero de varidveis
de busca, indice de confiabilidade, tipo de distribuicao e os parametros do algoritmo de
ED - tamanho da populacao, nimero de geragoes, taxa de perturbagao, probabilidade de
cruzamento e a estratégia para a geracao de candidatos); i7) Lago externo: a populagao de
candidatos é gerada usando o algoritmo de ED (apenas o vetor de varidveis deterministicas
(z4) é gerado); iii) Lago interno: para cada candidato, o procedimento IRA é aplicado
para determinar o valor de cada restricao de desigualdade através do cédlculo do vetor de
variaveis aleatdrias u e, consequentemente, z,; iv) os valores de x4 e x, sdo utilizados para
avaliar a fungao objetivo e as restrigoes (realizado pelo Método da Fun¢ao Penalidade [5]);
v) o processo iterativo é repetido até alcancar a convergéncia.

5 Resultados e Discussao

Para a avaliacao da metodologia proposta sao considerados dois estudos de caso. Para
essa finalidade sao considerados os seguintes parametros: ED (10 individuos; 100 geragoes;
taxa de perturbacao e probabilidade de cruzamento iguais a 0,8; estratégia DE /rand/1/bin
para a geragao de candidatos potenciais [7] e nimero maximo de geragoes como critério
de parada; considera-se u=0 na primeira iteracdo do IRA, e norma euclidiana menor que
1,0x107° como critério de parada; as derivadas de G foram obtidas analiticamente; e to-
dos os estudos de caso foram executados 10 vezes para obter os valores médios apresentados
a seguir.
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5.1 Estado Limite Altamente Nao-Linear

O primeiro estudo de caso foi proposto e resolvido por Aoues e Chateauneuf [1] e
consiste da otimizagao da seguinte funcao matematica:

min xfll + x?ig (7)
T4

P(0,2zq124002% — 2,1 <0) > R, 0< g <15, i=1,2 (8)

Este problema contém duas variaveis de projeto (z41 e x42) e duas varidveis aleatérias
(zy1 € z,2), que sao normalmente distribuidas com médias iguais a 5 e 3, respectivamente.
Os coeficientes de variagao sao iguais a 0,3 para ambas as varidveis. A confiabilidade
(R) ¢ igual a 98,9830% (/5=2,32). Aoues e Chateauneuf [1] analisaram este problema
considerando o par (xg1, xg2)=(12, 12) como estimativa inicial e as seguintes aborda-
gens: Reliability Index Approach (RIA) (nao convergiu), Performance Measure Approach
(PMA) (f=3,67 e 210 avaliagoes da fungao objetivo), Karush-Kuhn-Tucker (KKT) (néao
convergiu), Single Loop Approach (SLA) (f=3,67 e 60 avaliagdes da funcao objetivo), Se-
quential Optimization and Reliability Assessment (SORA) (f=3,67 e 136 avaliacoes da
fungao objetivo), e Sequential Approximate Programming (SAP) (nao convergiu). Na
Tab. 1 sao apresentados os resultados obtidos pela metodologia proposta considerando
diferentes valores para o coeficiente de confiabilidade f.

Tabela 1: Resultados obtidos considerando diferentes estratégias para resolver o problema do
Estado Limite Altamente Nao-Linear.

R% (B) f - Eq.(7) Zd1 Td2 neval<1)
97,7250 (2) | 2,78691M /1,4x107*® | 1,18051" /2,4x107*@ | 1,1804M) /1,7x107*@ | 13340
98,9830 (2,32) 3,6532/1,3x107* 1,3512/4,7x107* 1,3518)/2,3x10~* 13052
99,3791 (2,5) 4,4275/1,4x107* 1,4860/2,7x107* 1,4897/1,3x107* 11814
99,5339 (2,6) 5,0196/1,7x107* 1,5844/1,3x107* 1,5840/2,8x10~* 11834
99,6534 (2,7) 5,7969/1,5x107* 1,7025/3,5x10™* 1,7024/1,1x107* 11840
99,7445 (2,8) 6,8634/1,4x107* 1,8491/2,4x107* 1,8558/1,3x107* 11564
99,8135 (2,9) 8,4207/1,3x10™* 2,0726/1,3x107* 2,0310/1,4x107* 11732

M Média e P Desvio Padrio.

Nesta tabela observa-se que a metodologia proposta foi capaz de encontrar um valor
melhor para f em relagdo a outras abordagens considerando 3 igual a 2,32. Além disso,
em todas as execucoes do algoritmo proposto, a metodologia sempre convergiu para a
solucgao, diferentemente de algumas abordagens consideradas por Aoues e Chateauneuf [1],
que nao convergiram. Como observado nesta tabela, o aumento do pardmetro S implica
na deterioracao do valor da funcao objetivo. Este resultado era esperado, ja que uma
solugéo mais confidvel significa que a restricao, em relacao a um determinado valor de (3,
nao corre o risco de ser violada.

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0411 010411-5 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0411

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

5.2 Problema com Multiplas Restrigoes

O proximo exemplo consiste de um sistema com trés restrigoes probabilisticas. Mate-
maticamente, este pode ser descrito como [1]:

min d; + do 9)
sujeito a:
P(X$X5/20-1<0)<R (10)
P((X1+ X2 —5)%/30+ (X1 — X2 —12)%/120-1<0) < R (11)
P(80/(X? +8X2+5)—1<0)<R (12)

em que di e do sdo as médias das varidveis X; e X, respectivamente. As varidveis
apresentam coeficientes de variacao iguais a 0,3 e distribuicao normal.

Aoues e Chateauneuf [1] resolveram este problema considerando diferentes valores para
B (2, 3 e 4) e condigao inicial dada por (x41, 42)=(5, 5). Os autores obtiveram os seguin-
tes resultados para f=2: Reliability Index Approach (RIA) (f=6,1923 e 560 avaliacoes
da fungao objetivo), Performance Measure Approach (PMA) (f=6,1923 e 612 avaliagoes
da funcao objetivo), Karush-Kuhn-Tucker (KKT) (f=6,1923 e 756 avaliacoes da fungao
objetivo), Single Loop Approach (SLA) (f=6,1920 e 144 avaliagoes da fungao objetivo),
Sequential Optimization and Reliability Assessment (SORA) (f=6,1923 e 348 avaliagoes
da funcao objetivo), e Sequential Approzimate Programming (SAP) (f=6,1926 e 240 ava-
liagoes da fungao objetivo). A Tab. 2 apresentada os resultados obtidos pela metodologia
proposta considerando diferentes valores para o coeficiente de confiabilidade S.

Tabela 2: Resultados obtidos considerando diferentes estratégias para resolver o problema com
multiplas restrigoes.

R% (B) f - Eq.(9) Td1 ZTd2 Nevar V)
84,1344 (1) | 3,1835/2,1x107° | 2,4902/2,9x107°% | 5,6737/1,7x107° | 15234
93,3193 (1,5) | 3,2347/1,1x107° | 2,6962/2,7x107° | 59308/1,2x107° | 15076
97,7250 (2) | 3,2950/1,3x107° | 2,8972/2,7x107° | 6,1924/42x107° | 14564
99,3791 (2,5) | 3,3634/2,6x107° | 3,0942/1,3x107° | 6,4576/2,2x107°> | 13987
99,8651 (3) | 3,4391/4,7x107° | 3,2866/1,4x107° | 6,7257/2,1x107° | 14949
99,9768 (3,5) | 3,5213/5,1x107° | 3,4750/4,1x107° | 6,9962/3,3x107° | 14454
99,9969 (4) | 3,6090/3,2x107° | 3,6594/6,1x107° | 7,2683/1,8x107° | 15034
99,9997 (4.5) | 3,7018/4,3x107° | 3,8399/3,2x107° | 7,5418/1,2x107° | 15374
99,9999 (5) | 3,7991/2,1x107° | 4,0171/2,3x107° | 7,8162/2,4x107° | 14348
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MMeédia e P Desvio Padrao.

Assim como no estudo de caso anterior, nesta tabela é possivel observar que a meto-
dologia proposta foi capaz de encontrar a solucdo 6tima (em termos de média e desvio
padrao) em relacao a outras abordagens considerando 3 igual a 2. Além disso, como men-
cionado anteriormente, o aumento do parametro S implica na deterioracdo do valor da
funcao objetivo.
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6 Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo o desenvolvimento de uma estratégia para o tra-
tamento de problemas que apresentam incerteza. A metodologia proposta consiste da
associagao do algoritmo de Evolugao Diferencial com a técnica de Analise de Confiabili-
dade Inversa. Com os resultados obtidos foi possivel concluir que a metodologia proposta
foi capaz de obter os mesmos resultados obtidos por outras metodologias. Em termos do
numero de avaliacoes da funcao objetivo, observa-se que um aumento significativo desde
ntumero ao utilizar o algoritmo proposto quando comparado com outras abordagens. Esse
resultado era esperado devido a natureza da técnica de otimizacao considerada, isto ¢, foi
usada uma técnica heuristica baseada em populacao, levando naturalmente ao aumento
do numero de avaliacoes da funcao objetivo.
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