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Resumo. Via de regra um modelo de dinamica populacional envolve estudo da variagao na
quantidade de individuos de uma determinada populagao. As solugoes desses sistemas sao
processos temporais, com ou sem memoria, i.e., o presente estd corralacionado ou nao com
o futuro. No nosso caso, propomos modelos de dinamica populacional que sao descritos por
processos fuzzy autocorrelacionados, ou seja, apresentam interatividades locais modelada
por meio da teoria de conjuntos fuzzy. Nesse sentido, veremos que em um problema de valor
inicial com incerteza, saber que o campo é negativo nao é suficiente para obter uma solugao
decrescente. Além disso, é preciso adotar certo controle na taxa de variagao e é isso que
faremos neste trabalho.

Palavras-chave. Dinamica Populacional, interatividade, processos fuzzy autocorrelaciona-
dos.

1 Preliminares

Neste trabalho iremos considerar processos autocorrelacionados em que a correlacao
é dada a partir da teoria de conjuntos fuzzy. Assim é necessdrio enunciarmos alguns
conceitos preliminares.

Definigao 1.1. Um numero fuzzy A é um subconjunto fuzzy de R com fungao de per-
tinéncia semi-continua superiormente, fuzzy convexa e normal py : R — [0,1], e com
suporte compacto.

Definicao 1.2. [1,5] Os a-niveis de A sao dados por [Alq = {x € R: pa(z) > a}, se
a € (0,1] e [A]p = cd{x € R : pua(z) > 0} = suppA. Quando o« = 1 dizemos [A]; € o
nicleo de A.

Note que [A], sdo intervalos fechados [a,, ,al].
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Teorema 1.1. [8] Seja uma familia de intervalos nao vazios [a;,at], 0 < a < 1. Se

i [ay,al] D lag,af], para 0 <a <8

oo My o af, ] = [ay, af]

it. [limg_y00 @ o, ad

sempre que (ay) € uma sequéncia nao-decrescente convergindo para o € (0,1], entdo a
familia [a;,at], 0 < a < 1 representa os conjuntos de a-niveis do nimero fuzzy A.

Reciprocamente, se [a;,at], 0 < a <1 sdo o0s conjuntos de a-niveis do nimero fuzzy A

o
entao as condigoes (i) — (i) sao vdlidas.

Denotamos a familia de nimeros fuzzy por Rz, nimero fuzzy triangular A pela tripla
A = (a;b;c) e neste caso [A], = [a+ (b— a)a,c+ (b— ¢)a].

Uma distribuicao de possibilidade conjunta J, n-dimensional, é um subconjunto fuzzy
de R™ com uma funcao de pertinéncia normal e suporte compacto. A interatividade entre
dois nimeros fuzzy é determinada a partir de uma distribuigao de possibilidade [3].

A métrica usada neste manuscrito é a distancia de Pompieu-Hausdorff do, : R x R —
R4 U {0}, e ¢ definida pela equacao

doo(AaB) = Ssup max{’a(; _b;|?|a: _b;H}a
0<a<l

sendo AyB € Ry, [A]Ot = [a;aa—oﬂ € [B]a = [bgvbt—)ﬂ [1]
Com o intuito de nao precisarmos conhecer a distribuicao de possibilidade conjunta de
fato, Barros et al. [2], introduziram o conceito de ntmeros fuzzy linearmente correlacio-

nados, cuja definicao é dada a seguir.

Definicao 1.3. [2, 9] Dois nimeros fuzzy A e B sao ditos linearmente correlacionados
quando existem q,r € R tais que, em niveis, obtemos [Blo = q[A]o + 7 Va € [0,1].

Proposicao 1.1. [9] As quatro operagoes aritméticas entre nimeros fuzzy linearmente
correlacioandos sdo dadas, em niveis, por

o [B+p Ala = (1+¢q)[Ala +7, YVa €0,1].

o [B—1 Ao = (¢—1D[Ala+7, Va € [0,1].

o [B-f Al = {q2? +rz € Rlzy € [A]n}, Va € [0,1].

o BipAla={q+ L eRlar € [Ala}, 0 ¢ suppA e Va € [0,1].

Os processos fuzzy aos quais nos referimos neste estudo sao fungoes fuzzy do tipo
F :la,b] — Ry, isto é, fungdes que a cada nimero real associam um nimero fuzzy. Além
disso, esses processos sao autocorrelacionados, ou seja, para todo h com valor absoluto
suficientemente pequeno, [F(t 4+ h)]o = q(h)[F(t)]o + r(h). Em outras palavras, estamos
considerando que o “presente” estd linearmente correlacionado com o “futuro”.

As fungoes F,, : [a,b] — K¢ s@o definidas por F,(t) = [F(t)]a, sendo K¢ a familia de
intervalos compactos de R. Isto é, [F(t)]a = [fa (t), £ ()].
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Definicao 1.4. [2] Seja F : [a,b] — Rx um processo fuzzy e para cada h com wvalor
absoluto suficientemente pequeno, sejam F(to+ h) e F(ty) com ty € [a,b] niumeros fuzzy
linearmente correlacionados. A funcdo F € dita ser L-diferencidvel em ty se existe um
niimero fuzzy Fy (to) tal que o limite

lim F(to + h) —L F(to)
h—0 h

(1)

existe e € igual a Fy(ty), na métrica deo. Adicionalmente, Fy(ty) é chamada derivada
fuzzy linearmente correlacionada de F' em tq.

Teorema 1.2. [2] Seja F : [a,b] — Rx L-diferencidvel emty e [F(to)la = [f, (to), f (t0)],
Va € [0,1]. Entdo f; e fi sdo diferencidveis em to e para todo h com valor absoluto su-
ficientemente pequeno, temos

)
[Fy(to)la = [(£3) (o to)] se 0<q(h)<1 (2)

sendo Fy (to) a L-derivada de F em to.

A seguir, vamos enunciar a primeira derivada utilizada para processos fuzzy e faremos
algumas comparacoes com a L-derivada.

Definicao 1.5. [7] A func¢do F : (a,b) — Rx é Hukuhara diferencidvel (H-diferencidvel)
em ty se os limites

lim F(to+ h) —g F(to) e lim F(to) =g F(to — h)
h—0+ h h—0+ h

existem e sao iguais a algum elemento F' g (to) que pertence a Rr. F'y(tog) é chamado de
H-derivada de F' em tg.

Essa derivada possui didmetro crescente em ¢, isto é, sua fuzziness aumenta com o
tempo e Fy;(to) = Fy (to) se q(h) > 1 (ver [6,9]).

Na proxima secao apresentamos algumas aplicacoes em dinamica de populagao consi-
derando interatividade.

2 Dinamica Populacional

e Malthus: No modelo de decaimento populacional, temos que a populacao decai
exponencialmente conforme o tempo passa. Assim, considerando a condi¢ao inicial fuzzy,
obtemos o seguinte problema de valor inicial fuzzy

' =-\r, zo=1z(0) € Rg (3)

sendo xo € Rr a condicao inicial e A € R a taxa de decrescimento intrisica da populagao.
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Em (3), esperamos que a solugao tenda a para zero nao importando qual é a incerteza
em relagao a condigao inicial. Dessa forma, admitindo que a solucao é um processo fuzzy
linearmente correlacionado e optando por 0 < ¢ < 1 na L-derivada, temos que o modelo

(3), Yo € [0,1], se torna
{ (@3 (1)), (23 (8))']
[z0]a = [2(0)]a

cuja solugdo ¢ dada por [z(t)]a = [z, €™

At

3 Lo,

[—Azg (1), —Azg ()]

[x(]_a’ x(—)tx]

(4)

e_)‘t].

Portanto, independente da incerteza na condigao inicial, a solucao sempre tende a zero
com fuzziness descrescente, em outras palavras, temos que a distancia entre os limites da
incerteza tende a zero. Na Figura 1, vemos as curvas de O-nivel e 1-nivel e na Figura 2,
podemos ver a representagao gréfica da solucao fuzzy xz(t).

Figura 1: O O-nivel (curva continua) e o
nucleo (curva trago-ponto) da solugao z
do sistema (4) com A = 0.2 e condigao
inicial zg = (0.6;1;1.4).
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Figura 2: Representacao grafica da
solucado z do sistema (3) com A = 0.2
e condic@o inicial zp = (0.6;1;1.4). A
regiao mais escura esta representando o
1-nivel de z(t).

Por outro lado, se utilizamos a derivada de Hukuhara (que equivale a ¢ > 1 no Teo-
rema 1.2) no problema de dacaimento populacional temos o seguinte sistema

{ (25 (2), (@& (1))']
a = [2(0)]a

cuja solugao é
a,(t) = c et 4 cfe”

To (to)fx(t(to)
2

com ¢, = ect =

At

x5 (to)+ad (to)
Bt

ex,

[ Az (1), Az (1))

[
[xaoﬂ wa_oa]

(5)

(t) = —c eM +che

Esse é o modelo tipico de decaimento. No entanto, como previsto pela derivada de
Hukuhara e corroborado pelas Figuras 3 e 4, o diametro da solugao é crescente com o
tempo. Assim, fica claro que a derivada de Hukuhara nao é a ferramenta apropriada para
modelar dinamica de decaimento que apresente incerteza.
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Figura 3:  Solugdes do modelo de Figura 4: Representacao grafica da

deca}mentc()i (3)1 _ 0 nnz)el—() (curx;a solugdo x do sistema (3) via H-derivada
con/tmua) a solugao com O < ¢ < 4, (ou L-derivada com g > 1). Parametros
o nivel-0 (curva tracada) da solu¢ao com _ R _

A = 0.2 e condicao inicial zy =

g > 1 e o nucleo (curva trago-ponto) de
ambas. Consideramos X = (0.6;1;1.4)
e A=0.2.

(0.6;1;1.4). A regido mais escura estd
representando o 1-nivel de z(¢).

Notamos entao que a L-derivada é uma ferramenta adequada ja que, por meio do
parametro ¢ (em (2)), apresenta a opgao de controlar a incerteza crescente ou decrescente
no tempo. Se g > 1, tem-se incerteza crescente e a solucao coincide com a de H-derivada
[9], enquanto ¢ < 1, a L-derivada produz solu¢ao com incerteza decrescente, como vimos
nas Figuras 1 e 2. Assim, o aparente “defeito” nao esta na derivada de Hukuhara e sim,
em seu uso para modelar fendmenos em que espera-se incerteza decrescente.

e Verhulst: Agora vamos considerar o problema de crescimento populacional mo-
delado pela equacao logistica. Suponha que a populacao esta isolada, ou seja, nao ha
migragao e que a taxa de crescimento depende da densidade populacional. Neste caso,
obtemos o problema de valor inicial fuzzy

27 (t) = z(t)(aK — az(t)), z(0) =z € Ry (6)

sendo os parametros a, K € R% e z(t) € Rr a populacdo no instant ¢. Os parametros a
e K sao, respectivamente, a taxa de crescimento intrinsica e a capacidade de suporte do
ambiente. No modelo logistico a taxa de crescimento intrinseca (a(K — x)) depende da
densidade populacional. Isto é, a taxa de crescimento intrinseca decresce a medida que a
populacao aumenta [4]. Se consideramos a varidvel = crisp, temos que quando z(t) < K
a taxa de crescimento é positiva, quando z(t) > K a taxa de crescimento é negativa, e,
z(t) =0 e x(t) = K sao estados de equilibrio da equagao logistica.

Estamos considerando que a nossa solucao é um processo fuzzy e além disso, podemos
observar que y = aK — ax, ou seja, y = qux + 11 com ¢ = —a e r; = aK. Assim, x ey
sao numeros fuzzy linearmente correlacionados de acordo com a Definigao 1.3.

Considerando os parametros a = 0.01 e K = 5.8 como no experimento de Gause em
1969 sobre cultivo de levedura Schizosaccharomyces kephir [4] e xo = (0.1; 1;2) um ndmero
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fuzzy triangular, obtemos

(01(2)° + wgrn (@)’ +alml,  wg <@l <%
[ L yla=q [min{g(z3)? +agr, q(ed)? +aln}, b, o <5 <zi . (1)
[ (zf)? + alr, qu(zg)? + ag ), af >ag > 5

No modelo logistico, quando o tempo aumenta a populagao tende a capacidade de
suporte do ambiente (K). Dessa forma, esperamos que a incerteza diminua com o passar
do tempo. Portanto, assim como no modelo anterior, vamos considerar que x(¢) é um
processo fuzzy autocorrelacionado com 0 < g9 < 1 e usar o caso 7. do Teorema 1.2.

Portanto, o problema logistico (6), em niveis, se torna

{ [(5'325),7(95;)/] = [f;(t,x;,:c;t),fi(t,$;,x§)] (8)
2(0a = [%0a: %6a] ’
sendo [F(t,z)]a = [x(t) -1 (aK — az(t))]. Dessa forma, obtemos um sistema de equagao

diferencial real para cada um dos trés casos em (7). Entao, para cada « € [0, 1], resolvemos
numericamente o sistema (8) pelo método de quarta ordem de Runge-Kutta. Na Figura 5,
vemos as curvas de 0-nivel e 1-nivel e na Figura 6, podemos ver a representagao grafica da
solugao fuzzy x(t). Nesse modelo temos que ¢; esta relacionado a intera¢ao do campo e

ko]

Figura 6: Representacao grafica da
solugdo x do sistema (8) com K = 5.8,
a = 0.01 e condigoes iniciais xy =
(0.1;1;2) e o = (8;9;10). A regido mais
escura esta representando o 1-nivel de

x(t).

g2 esta relacionada com a derivada, ou seja go controla a fuzziness do modelo. Um estudo
mais detalhado dos modelos apresentados pode ver visto em [9].

Figura 5: O 0-nivel (curva continua) e o
nicleo (curva trago-ponto) da solugao x
do sistema (8) com K = 5.8, a =0.01 e
condigoes iniciais g = (0.1;1;2) e zg =
(8;9;10).

3 Conclusao

Neste trabalho, focamos em dois problemas classicos de dinamica populacional: Malthus
e Verhulst. Os processos que representam a evolugao temporal sao considerados autocor-
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relacionados, ou seja, o futuro esta relacionado de alguma forma com o presente, isto é, ha
interatividade no processo evolucionario. A interatividade que estudamos aqui é através
da teoria de conjuntos fuzzy. Assim, fez-se necessdrio o uso de uma derivada fuzzy que
incorporasse essa interatividade. Para isso utilizamos a derivada fuzzy linearmente correla-
cionada (L-derivada) e discutimos o seu uso em comparagao com a derivada de Hukuhara.
Na modelagem com a L-derivada destacamos a importancia do parametro ¢, uma vez que
ele é que controla a fuzziness da dinamica do sistema: g > 1 incerteza crescente e ¢ < 1
incerteza decrescente.

Agradecimentos

Os autores agradecem ao CNPq processos 305862/2013-8 e 141085/2014-2 pelo suporte
financeiro.

Referéncias

[1] L. C. Barros, R. C. Bassanezi and W. A. Lodwick. In A First Course in Fuzzy Logic,
Fuzzy Dynamical Systems, and Biomathematics. Springer Berlin Heidelberg, v. 1,
2017. ISSN: 978-3-662-53324-6.

[2] L. C. Barros and F. S. Pedro. Fuzzy differential equations with interactive derivative,
Fuzzy sets and systems, v. 309, p. 64-80, 2017. DOI: 10.1016/j.fss.2016.04.002.

[3] C. Carlsson, R. Filler and P. Majlender, Additions of Completely Correlated Fuzzy
Numbers. In Fuzzy Systems, 2004. Proceedings. 2004 IEEE International Conference
on. IEEE, vol. 1, p. 535-539, 2004. DOTL: 10.1109/FUZZY.2004.1375791.

[4] L. Edelstein-Keshet. In Mathematical models in biology. Siam, 1988. ISSN: 1095-7200.

[5] L. T. Gomes, L. C. de Barros, and B. Bede. Fuzzy differential equation in various
approaches. In SpringerBriefs in Mathematics. SBMAC- Springer, 2015. ISSN: 2191-
8198.

[6] O.Kaleva. Fuzzy differential equations, Fuzzy sets and systems, v. 24, n .3, p. 301-317,
1987. DOI: 10.1016/0165-0114(87)90029-7.

[7] M. L. Puri, D. A. Ralescu. Differentials of fuzzy functions. In Journal of Mathema-
tical Analysis and Applications. v. 91, n. 2, p. 552-558, 1983. DOI: 10.1016,/0022-
247X (83)90169-5.

[8] S. Seikkala. On the fuzzy initial value problem, Fuzzy sets and systems, v. 24, n. 3,
p. 319-330, 1987. DOI: 10.1016/0165-0114(87)90030-3.

[9] F. Santo Pedro, Sobre equagoes diferenciais para processos fuzzy linearmente corre-
lacionados: aplicacoes em dinamica de polugao, Tese de Doutorado, Unicamp, 2017.

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0397 010397-7 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0397

