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Resumo. Pararesolver a equacao de Helmholtz, o Método de Elementos Finitos tradicional,
requer uma malha com resolu¢ao minima de dez pontos nodais por comprimento de onda.
Por outro lado, o Método de Elementos Finitos Generalizados, onde a Particao de Unidade
é enriquecida com as fungoes de ondas planas, fornece boas aproximacoes para a solucao
deste problema, utilizando uma malha com resolugao maior que um comprimento de onda.
No Método de Elementos Finitos Generalizados, em geral, usa-se quadratura de Gauss de
alta ordem para calcular o valor das integrais das suas fungoes de base, o que produz um
custo computacional adiconal para o método. A principal contribui¢do deste trabalho, é
apresentar uma abordagem capaz de minimizar o nimero de nds e pesos de Gauss, necessério
na fase de calculo de integrais do Método de Elementos Finitos Generalizados, sem perder
a sua precisao. Para validar a abordagem apresentada, o Método de Elementos Finitos
Generalizados serd utilizado para resolver um problema eletromagnético modelado pela a
equacao de Helmholtz.
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1 Introducao

Neste trabalho o Método de Elementos Finitos Generalizado (MEFG), com o auxilio
da funcoes de ondas planas, que sao utilizadas para enriquecer as fungoes de forma do
tracional Método de Elemento Finito (MEF), serd utilizado para resolver a equacao de
Helmholtz [1,6,7]. Utilizando as func¢oes de ondas planas, que sdo solugoes analiticas da
Equacgao de Helmholtz para enriquecer a Partigado da Unidade (PU) do MEF e uma malha
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com resolucao maior que um comprimento de onda, o MEFG apresenta resultados com
uma boa precisao numérica, quando aplicado a problemas de propagacao e espalhamento
de ondas [2]. Considerando a natureza oscilatéria das fungdes de base do MEFG, para o
calculo das suas integrais é utilizado esquemas de alta ordem da quadratura gaussiana, o
que provoca um aumento no custo computacional do método. A principal contribuicao
deste trabalho, é apresentar uma proposta capaz de calcular sem perder precisao numérica
as integrais da fungoes de forma do MEFG, com um nimero menor de nés e pesos de Gauss
em relacao as abordagens tracionais. Para isto, foi desenvolvido uma metodologia que
permite encontrar os nds e pesos de Gauss que estao melhores distribuidos no elemento
de referéncia triangular. Considerando que neste trabalho o MEFG sera aplicado para
resolver um problema com mudanca de meio, optou-se em utilizar o Multiplicador de
Lagrange (ML) para garantir a continuidade entre os diferentes materiais [2,4]. No que
segue, sera apresentado a formulacao fraca de um problema de dispersao ou propagacao
eletromagnética onde o dominio é formado por duas regioes de diferentes materiais. Na
Secao 11 seao apresentado os procedimentos e formulagoes que permitem encontrar os nés
e pesos de Gauss utilizados para o cédlculo das integrais, esta abordagem serda chamada
de quadratura gaussiana adaptativa. Os resultados computacionais e as conclusées deste
trabalho serao apresentados nas secoes IV e V, respectivamente.

2 Formulacao

Para avaliar a proposta apresentada neste trabalho, um problema de propagacao de
onda em um dominio computacional €2 que é decomposto em dois subdominios €2, e 2
conectatos por uma interface I', como mostra a Fig. 1, serd resolvido utilizando o MEFG
com ML e uma malha conforme que cobre o dominio, com n, nés em 2, e ny nés em 2.

Figura 1: Subdominios €2, e €2 com interface comum I'.

Seguindo o procedimento usual [1,4], tem-se que a forma fraca da equagao de Helmholtz
em cada regiao é dada por

1 Ou,
g Ong

B (u,v) = S [/Q (VuaVva — kguava) ds2 —i—jka/ uavadf] — /Fva dl’ (1)

Qg T,
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e

1 2
L(v)z—[ b dF], (4)

onde u, e uy sao as z-componentes do campo elétrico ou magnético, v, e v, sao as funcoes de
teste e o e ay representam a permissividade relativa (na formulagao do campo magnético)
ou a permeabilidade (na formula¢ao do campo eléctrico) sobre Q, e €2, respectivamente.
Os numeros de ondas k, e k; sao constantes em cada subdominio. As fungoes g¢, gll’ e g9,
gg em [', e 'y provem das condigoes de contorno de Neumann e da condi¢ao de contorno de
Robin usada para truncar o dominio, respectivamente. As restrigoes ao longo da interface
I" sdo garantidas através do ML e finalmente encontra-se o sistema resultante do MEFG,
como em [2,4].

3 Integracao Numérica

As integrais das Equagoes (1), (2), (3) e (4) sao realizadas por meio de integragao
de Gauss-Legendre de alta ordem no elemento de referéncia triangular T, = {(&,n) : 0 <
&,n,&+n < 1}, isto se faz necessario devido ao comportamento oscilatério dos integrandos.
Os valores numéricos destas integrais sao obtidos através da férmula

1 1-n
[ st macin = /O /O F(€,m)dédn, (5)

onde & e 1 sao as coordenadas do elemento de referéncia T, e f a funcao a ser avaliada.

A quadratura de Gauss em sua abordagem tradicional [3] quando aplicada ao elemento
de referéncia T,, tende a concentrar os pontos de integracao em um dos seus vértices. Tal
fato, pode afetar a precisao da integracao, e para compensar, mais pontos de Gauss podem
Ser necessarios.

No método tradicional, os nés e pesos de Gauss sao encontrados no elementos de re-
feréncia quadrangular R, = [~1,1]? e mapeados através das Equacoes (6) para o elemento
de referéncia triangular 7,, veja Fig. 2.

¢ = (1—1—3:)4(1—1;) (6)
1ty
n = 9
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Esta concentracgao ocorre em fungao da abordagem tradicional usar o mesmo polinémio
ortogonal para encontrar os pontos de integracao no elemento quadrangular em ambas as
coordenadas = e y de [—1,1]. Neste caso, ao definir via Equagao (6) o niimero de pontos
em uma das coordenadas de T, a outra passa a ter um segmento de reta cada vez menor
para que sejam distribuidas a mesma quantidade de pontos, provocando a concentracao.

No esquema proposto neste trabalho, primeiramente obtem-se através da quadratura
gaussiana de ordem N para o intervalo [—1, 1] na coordendas = de R. os nds e pesos de
Gauss, Equagao (7)

1 N
/ RICLIED ST} (7)
- i=1

onde x; e wy, sao os respectivos nés e pesos de Gauss, ¢ = 1,..., N e g é um polindémio
ortogonal. Em seguida, utilizando a mudanga de varidvel Equacao (8) obtem-se os corres-
pondentes &; e we, nds e pesos de Gauss no intervalo [0, 1], veja Fig. 2.

1+t

6= —

(8)

A diferenca nesta proposta é a forma usada para a obter os pontos e pesos de Gauss na
outra coordenada 7 de T,. Neste caso, primeiro obtem-se através da quadratura gaussiana
de ordem M (com M < N) para o intervalo [—1, 1] na coordendas y de R, os respectivos
nés e pesos de Gauss, y; e wy;, j = 1,..., M e considera-se o intervalo [{;, 1 —&;], definido a
partir dos nés &; na coordenada £. Agora, com o auxilio da mudanca de varidvel Equacao
(9) é possivel encontrar os correspondentes 7; e wy; nos e pesos de Gauss no intervalo
&,1 —&] C Te, veja Fig. 2. Desta forma, tem-se (&;,7;) como os nés de Gauss em T
distribuidos uniformente e wg,wy,; seus respectivos pesos de Gauss.

_1+&

(1+y;) 9)

2 4

Figura 2: Mapeamento entre as coordenadas de R, e T,
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4 Resultados e discussao

No que segue, serao apresentados e analisados os resultados computacionais obtidos
através da proposta apresentada na Secao 3 no MEFG. Considere €2 = Q, U, um dominio
quadrado, definido pela presenca de dois meios, onde a interface encontra-se na linha
x = 0, conforme mostrado na Fig. 3. Neste exemplo, considera-se a excitagao transversal
do campo elétrico TE, e desejamos encontrar a componente z do campo magnético que
satisfaz a equagao de Helmholtz no dominio computacional 2 e a condigdo Robin nas

fronteiras I', e ', formadas pelos lados do quadrado. O problema sera resolvido usando o
MEFG.

Ia 5 Ty

Figura 3: Dominio computacional 2

Além disto, foi aplicado os seguintes dados nos calculos: uma onda incidente de am-
plitude unitaria com angulo incidente #; = 15°; nimero de ondas k, = 2w e k, = m;
h = 1.0\, (onde A\, é o comprimento de onda em €),). A malha usada para resolver o
problema é composta de 164 elementos, 265 arestas e 102 nds. Sendo que destes néds, 11
estao sobre a interface I'. Para analisar a convergéncia do MEFG a precisao do modelo é
medida pelo erro na norma L9(2) definido na linha C, = {(x,y)|ly = 0,—-5 <z < 5} [2].

No estudo realizado neste trabalho, com objetivo de encontrar uma distribuicao uni-
forme para os nés de Gauss em T, optou-se por escolher N nés de Gauss na coordenada
¢ e para cada intervalo [&;,1 — &;], veja Fig. 2, foi escolhido M = N — (i — 1) nés de
Gauss relativos a coordenada 7. Além disto, ficou estabelecido com o resultado apresen-
tado pela Fig. 4 que serao utilizadas ¢ = 18 diregoes de ondas planas para verificar o
desempenho da quadratura gaussiana adaptativa proposta neste trabalho. Para encontrar
a real e imaginéaria g—convergéncia no MEFG com ML, resultado apresentado na Fig.
4, foi empregada a quadratura gaussiana tradicional, com 66 pontos no interior de cada
triangulo e 6 ao longo das aresta.

A Fig. 5, mostra o efeito do niimero de Gauss na precisao dos resultados. Nota-se com a
quadratura gaussiana tradicional que a partir de 66 pontos de Gauss o erro na aproximacao
numérica pelo MEFG tende a se estabilizar. Por outro lado, com a quadratura gaussiana
adaptativa proposta neste trabalho, tal estabilidade ocorre a partir de 36 pontos de Gauss,
0 que representa uma reducao no niumero de nds de Gauss de aproximadamente 46% em
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—6— Re(u) MEFG com ML
‘B Im(u) MEFG com ML

log(erros relativos

Figura 4: Real e imaginaria g—convergéncia no MEFG com o ML.

relagdo ao método tradicional.

—e— MEFG Real(u) com a quadratura gaussiana tradicional
—=— MEFG Real(u) com a quadratura gaussiana adaptatival
—e— MEFG Im(u) com a quadratura gaussiana tradicional
—=— MEFG Im(u) com a quadratura gaussiana adaptativa

log(erros relativos)

4 10 1s 28 36 a5 &6 75 o1 165 120

No6s de Gauss

Figura 5: Erro relativo da solu¢io MEFG Real(u) e Im(u) com a quadratura gaussiana
tradicional e adaptativa versus nés de Gauss.

A Fig. 6 mostra a parte real e imaginédria do campo magnético analitico e aproximado
numericamente pelo MEFG com ML na linha C',.. Neste caso, foram também utilizadas ¢ =
18 diferentes direcoes de ondas planas e 36 pontos de Gauss distribuidos uniformemente
em T,. Observa-se que o erro absoluto médio da partes real e imaginaria sdo iguais a
0.0076 e 0.0091, respectivamente.

Re(u) solugdo analitica © Re(u) solugdo MEFG com ML Im(u) solugao analitica © _Im(u) solugdo MEFG com ML

0.5

Campo magnético (u) Aim

-1.5
>s —a -3 —2 -

Figura 6: Parte real e imaginaria do campo magnético analitico e aproximado numerica-
mente pelo MEFG com o ML ao longo de C, com 0y = 15°, hy = 1.0\ e ¢ = 18.
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5 Conclusoes

Neste trabalho, um problema de propagacao de ondas foi resolvido usando-se o MEFG
com ML para impor condigoes de interface. A quadratura gaussiana adaptativa para o
MEFG foi utilizada no calculo das integrais e produziu uma redugao no custo computaci-
onal causado pelo uso da quadratura gaussiana de ordem alta. Esta metodologia permitiu
encontrar pontos de Gauss melhores distribuidos em relagdo ao método tradicional no
interior do triangulo de referéncia T.. Experimentos numéricos mostraram que a precisao
do método nao é afetada pelo procedimento aqui proposto.
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