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1 Introducao

Na Teoria de Operadores, muitos autores se preocuparam em encontrar fungoes que
representassem operadores 7' : R™ = R™ no contexto de fungdes convexas. A notacao
R™ == R™ nos diz que estes operadores sao aplicagoes do tipo ponto-conjunto, ou seja,
associam elementos do espago euclidiano R™ a subconjuntos do préprio R™. Uma das mais
conhecidas fungoes representantes foi exibida por Fitzpatrick [6] em 1988.

Nos anos seguintes, surgiram trabalhos relacionados a operadores monétonos em que a
funcao de Fitzpatrick teve papel fundamental, evidenciando a sua grande relevancia para
a area [7].

Em 2009, Voisei e Zalinescu [10] exibiram uma desigualdade, conhecida como Desigual-
dade Forte de Fitzpatrick, que ganhou diversas aplicagoes, como na andlise de solugoes
para o Problema de Inclusdo Monétona e em Problemas de Desigualdade Variacional [2].

Nosso trabalho tem ambito tedrico e objetivo principal é generalizar a desigualdade
de Fitzpatrick. O texto é organizado da seguinte maneira: na Secao 2, fazemos revisao
de alguns resultados a respeito de Operadores e fungoes de Fitzpatrick que serao usados
no trabalho. Na segdo 3, apresentamos nossa generalizagao da Desigualdade forte de
Fitzpatrick. Na se¢éo 4, introduzimos uma nova familia de fun¢ées GAP para o problema
de Inclusao Monétona.
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2 Preliminares

Nesta secao vamos apresentar resultados sobre Operadores Monétonos Maximais. Tais
operadores sao interessantes no contexto de Otimizagao pois englobam o operador subdi-
ferencial. Os resultados a seguir sdo baseados em [9].

Recordamos ao leitor que para um operador ponto-conjunto 7' : R™ = R"”, o seu grafico
e o seu dominio sao dados, respectivamente, por

graT:={(z,2") eR" xR" |z* € T(z)} e dom T :={x eR"|T(x)#0}.
Um operador ponto-conjunto 7' é dito monétono quando
(r—y,2"—y") >0

para todo (x,z*),(y,y*) € graT. Um operador monétono T : R = R™ é maximal
quando nao existe outro operador monétono cujo grafico contém propriamente o gréafico
de T.

A funcao de Fitzpatrick associada com o operador monétono maximal 7 : R” = R™ é
a funcdo Fr : R” x R” — R U {400} definida por

Fr(z,z*) = suwp  {{z—y,y") + (y,2")}.
(yy*)Egra T
Equivalentemente,
Fr(z,z*) = (x,2") — inf (v—y,z" —y"). (1)
(yy*)€gra T

Se um operador T : R™ = R"™ é mon6tono maximal, é possivel provar que
Fr(z,z*) > (x,2") para todo (z,z*) € R" x R", (2)

com igualdade se, e s6 se, (z,z*) € gra T.
Dada uma funcao f : R™ — R U {+oo} prépria, convexa e sci, a sua conjugada de
Fenchel f* : R" — RU {+o00} ¢é definida por
fr(@%) == sup {(z,2%) — f(z)}
z*eR"

Deste modo, a conjugada de Fenchel de uma funcdo g : R" x R" — RU {+o0} é dada
naturalmente por

g @@, z)= sup  {{(y,y"), (z,27)) —g(y,y")}.
(y,y*)ERM xR"

Notemos que a conjugada F7. da fungao de Fitzpatrick Fr associada com o operador
mondétono maximal T satisfaz a seguinte desigualdade

Fr(z®,z) > sup  {((v,¥"), (x,2%)) — Pr(y,y")}
(y,y*)€gra T

> sup  {((y,¥"), (2, 2%)) — (y,9y")}
(y,y*)€gra T

= Fr(z,z7). (3)
para todo (z,z*) € R™ x R".
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Teorema 2.1. [/, Ezercicio 9.23] Seja T : X = X* um operador mondtono mazximal.

Entao .
Fr(z,z*) — (x,z%) + Fp(w,w") — (w,w") > ) (x —w,x* —w")

para todo (x,z*), (w,w*) € R™ x R™.

Demonstragao. Usando a convexidade da fungao de Fitzpatrick e de (2), obtemos

Fr(z,z*) — (x,2") + Fr(w,w*) — (w,w*) =

= 2 (;FT(x,x*) + ;FT(w,fw*)> —{x,x") — (w,w")

A\

2Py @ (@ tw), 3 (@ + w*)> (o3 — (w0, w")

v
[\
T

[\

1(:U—I—w), %(x* +w*)> —(z, ") — (w,w™)

Encerramos a se¢ao com uma versao do Teorema de Dualidade de Fenchel cuja de-
monstragao pode ser encontrada em [4, Teorema 4.4.18]. Esta versao serda uma ferramenta
crucial para o desenvolvimento da generalizacao proposta.

Teorema 2.2. Sejam f,g: R™ — RU{+o0} funcioes convezxas tais que 0 € int [dom f —
dom g], em que int denota interior topoldgico dos conjuntos. Entdo

inf {f(x)+g(x)} = sup {—f*(z") —g"(=27)} (4)

zER™ r*eR™

e o supremo em (4) € atingido quando finito.

3 Generalizacao da Desigualdade de Fitzpatrick

Dizemos que uma funcao sci, convexa, prépria g : R” x R" — R U {+oo} é Twisted
Bigger Conjugate (TBC) quando

—(z,27) <g(z,2%) < g"(—2", —x) ()

para todo (z,z*) € R™ x R".
Estas funcoes nos permitem generalizar a desigualdade de Fitzpatrick. Apresentamos,
em seguida, uma familia de exemplos.

Exemplo 3.1. A fun¢do g : R" xR"™ — RU{+o00} definida por g(z,x*) := f(x)+ f*(—z*),
em que f: R" — RU{+o0} é uma fun¢ao sci, convera e prépria, é uma fung¢iao TBC.
Em particular, g definida por g(x,xz*) = L||z||? + %Hx*Hq, em que p > 1 e %—i—% =1, ¢

T
uma funcdo TBC.
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Agora exibimos a nossa contribuic¢ao. O resultado a seguir é original e pode ser encon-
trado em [5]. Como veremos em seguida, tal resultado generaliza a cldssica Desigualdade
Forte de Fitzpatrick.

Teorema 3.2. Sejam T : R® = R™ um operador mondtono maximal e g : R® x R* —
R U {+o0} uma fun¢ao TBC. Considere as sequintes condigoes:

(i) dom Fr =R" x R",
(ii) dom g =R"™ x R".
Se uma destas hipdteses é satisfeita entdo

1
Fr(z,z*) — (x,z%) > = inf g(w — z,w* — )
2 (w,w*)egra T

para todo (x,z*) € R™ x R™. Além do mais, esta desigualdade é estrita quando o infimo
nao € atingido.

Demonstragao. Para (z,z*) € R™ x R™, considere o operador monétono maximal

L : R™ =2 R™ definido por L(y) := T'(y+x) —z*. As funcoes Fy, e g satisfazem as hipdteses
do Teorema 2.2. Sendo assim, como Fp(y,y*) > (y,y*) e g(y,y*) > — (y,y*) para todo
(y,y*) € R™ x R", temos

0o < inf F ’ * + ’ «
N (y,y*)IEHR"an{ L(y Yy ) g(y Yy )}

= sup  {—Fi(y"y) — g (v, —y)}
(y*,y)ER™ xR

< sup  {=Fr(y"y) + (v, y")}
(y*,y) R XR™
< sup  {—=Fr(y,y") + (y,y")} <0, (6)

(y*,y)ER™xR"

em que as duas ultimas desigualdades seguem de (3) e de (5). Logo

max —Fr(y*,y) — g"(—vy*,—y)} = 0.

(y*,y)ER"XR"{ LWy =g (=y", —y)}
Portanto existe (y*,y) € R™ x R" tal que Fj(y*,y) + g*(—y*,—y) = 0. Novamente de
(3), concluimos que Fr(y,y*) + ¢"(—y*,—y) < 0. Entdo, como g é uma fungao TBC,
Fr(y,v*) + 9(y,y*) < 0 e assim, levando em conta a primeira desigualdade em (6),
Fr(y,v*) + 9(y,y*) =0 e (y,y*) é um minimizador de Ff, + g.

Como
0=Fr(y,y") + 9, y") > Fr(y,y") — (y,y") >0,
temos
=9, y") = Fu(y,y") = (v, y") -
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Segue da Proposicao 2 que (y,y*) € gra L e, considerando (w,w*) := (z + y,z* + y*),
temos que (w,w*) € graT e —g(w — z,w* —2*) = (w — x,w* — z*), e do Teorema 2.1,
concluimos que

Fr(z,z*) — (x,2*) = Fp(w,w")— (w,w*) + Fr(z,z*) — (x,z")
1 1
> —§<w—x,w*—x*):§g(w—x,w*—x*),
que encerra a prova. O

Diretamente do Exemplo 3.1, se considerarmos g(z, x*) = %||$H2+%||x* |?, recuperamos
a desigualdade cléssica:

Coroléario 3.3 (Desigualdade Forte de Fitzpatrick). Seja T : R™ = R™ wum operador
mondtono mazximal. Entdo

Pr(z,a®) = (2,0 > 1 inf  ffw—a? + o - 2"}

1
4 (ww*)egra T

para todo (x,z*) € R™ x R™.

4 Uma nova familia de funcoes gap

Nesta secao, vamos aplicar a nossa generalizacao da Desigualdade de Fitzpatrick na
construcao de uma familia de funcoes gap para o Problema de Inclusao Mondtona Maximal
(PIM). Recordamos que o PIM [2,3] é o problema de encontrar um ponto z € R™ para um
operador moné6tono maximal 7' : R™ = R™ tal que 0 € T'(x). O conjunto solugao (podendo
ser vazio) ¢ T-1(0) = {x € R" | 0 € T'(x)}.

Notamos que, para uma fungao subdiferencidvel f, resolver PIM para o operador 9f é
equivalente a encontrar o minimizador global de f. Assim PIM generaliza muitos proble-
mas de minimizacao de funcoes e, além do mais, atua no problema sob o ponto de vista
da Teoria de Operadores.

No entanto, é possivel transformar o PIM em um problema de otimizacao fazendo uso
de uma ferramenta conhecida na literatura como funcao gap [2].

Definigao 4.1. Uma func¢do gap para o PIM é uma fun¢ao ¢ : R™ — RU {400} satisfa-
zendo as sequintes condigoes:

i) ¢(x) >0 para todo x € R™.
ii) p(x) =0 se e somente se x € T~1(0).

Exemplo 4.1. Dado um operador T : R™ = R" e sua respectiva funcao de Fitzpatrick Frp,
definimos uma func¢dao gap G para PIM como Gr(x) := Fr(z,0), ou, mais explicitamente,

Gr(z)= sup (z—y,y").
(y,y*)€gra T

Diretamente da Proposicdo 2, concluimos que G € uma funcdo gap.
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O seguinte resultado tem uma prova imediata e pode ser encontrado em [2, Teorema
2.1].

Proposicao 4.1. Seja ¢ uma funcao gap para PIM. Se PIM tem wma solugdo, entdo
mingex ¢ (x) = 0. Por outro lado, se infycx ¢ (x) = 0 e ¢ € convezxa, sci e fracamente
coerciva no sentido de

p(x) = +oo

llz[|—o00

entao PIM tem solucao.

Este ultimo resultado é a motivacao para o estudo das fungdes gap, pois quando ¢
satisfaz suas hipdteses temos que seus minimizadores sao exatamente os elementos do
conjunto solugao de PIM. Assim, podemos reformulé-lo como o problema de minimizar (.

Definigao 4.2. [8, Defini¢io 10.1.1] Uma fungdo convexra propria
g:R"x R" - RU {400} ¢ dita Tykhonov quando ela satisfaz as sequintes condigies:

(1) Ela possui um tinico minimizador (T, T*).
(ii) Se (xp,x3) € tal que g(xk, xy) — 9(T,T*) entdo (v, x)) — (T,T*).

Exemplo 4.2. [8, Exemplo 10.1.4] Toda func¢do sci, convexa e prdpria com um unico
minimizador € Tykhonov. Em particular, funcoes estritamente convexas e sci com um
minimizador.

Definigao 4.3 (Nossa familia de fungoes gap). Para uma fungdo g : R” xR™ — RU{+o0}
nao-negativa, Tykhonov, TBC e T : R™ = R", definimos G4 : R" — RU {400} por

Grg(z) = % (w,w*i)nefgm Tg(w —z,w").

Notamos que G4 é convexa, pois a funcao (z,w,w*) — g(w — z,w*) é convexa em
seus trés argumentos, desde que fungoes TBC séo, por definigdo, convexas. Além do mais,
ela é prépria quando g for finita em algum (w,w*) € gra T. Diretamente do Teorema 3.2,
temos que G > Gryg, e logo G4 ¢ finita sempre que G seja finita. Em [2], é possivel
encontrar condigoes sob T' que garantam que G seja finita.

Teorema 4.3. Seja T : R®™ = R™ um operador mondtono mazimal e g : R x R" —
RU {400} uma fun¢do nao-negativa, Tykhonov, TBC. Entao G4 € uma funcao gap para
o PIM.

Demonstragao. Notemos que G 4(x) > 0 para todo € R", pois g é nao-negativa. Além
do mais, se G 4(x) = 0 para algum x € R" entdo ha (wp,w}) C gra T tal que g(wy, —
z,w}) — 0. Como fungdes TBC néo negativa possuem como minimizador o ponto (0,0)
e valor minimo 0 e como g é Tykhonov, segue que w, — z e w;, — 0. Como grafico de
operadores mondtonos maximais é sempre fechado, deduzimos que (z,0) € graT, ou seja,
0 € T (x). Por outro lado, se 0 € T (z) entdo, usando que (x,0) € gra T, obtemos que
0 < Grg4(x) < g(0,0) =0, concluindo a prova. 0

Notemos que, para x € X e g como no Teorema 4.3, se existe (w,w*) € gra T tal que
g(w — z,w*) =0, entdo G 4(z) = 0 e logo x é uma solucao para o PIM. Deste modo, as
fungoes gap revelam ser uma boa ferramenta para atacar estes problemas.
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5 Conclusoes

Concluimos que, através da nossa generalizagdo, foi possivel construir uma familia
de fungoes gap para o PIM. Essa nossa proposta teve dois fundamentos: primeiramente,
definir fungoes gap para o PIM pode nao ser uma tarefa facil. Além do mais, nossa familia
de fungdes gap é majorada pela fungao gap de [2]. Esse resultado pode vir a ser ttil em
aplicagoes.

Recebemos uma resposta bastante positiva e animadora da revista Optimization. Isso
nos motiva a seguir estudando esta familia em trabalhos futuros, principalmente investi-
gando as vantagens que elas trazem para os problemas de Desigualdade Variacional.
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