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Loops de Código
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Resumo. Robert L. Griess (1986) introduziu a teoria de Loops de Código que tem aplicabi-
lidade no estudo das Álgebras Não Associativas. Griess demonstrou que um loop de código
é um loop de Moufang [5] e Orin Chein e Edgar G. Goodaire (1990) demonstraram que
loops de código tem um único comutador não-trivial, um único associador não-trivial e um
único quadrado não-trivial. Em [7], classificamos todos os loops de códigos de posto 3 e 4
e determinamos todas as representações básicas destes loops. Neste trabalho apresentamos
uma introdução à Teoria de Loops de Código. De modo mais espećıfico, apresentamos alguns
resultados essenciais sobre códigos pares, loops de Moufang e loops de código e apresentamos
uma caracterização dos loops de código.

Palavras-chave. Loops de Moufang, Códigos Pares, Loops de Código.

1 Introdução

Nesta seção apresentamos algumas definições e resultados preliminares sobre loops.
Para mais detalhes e demonstrações ver [3] e [6].

Um loop é um conjunto L, munido com uma operação binária (denotada por justa-
posição ou por .) tal que, dados quaisquer elementos x, y, z, a equação x.y = z determina
o terceiro elemento de modo único e tal que existe um elemento identidade (denotado por
1).

Um loop L é um loop com a propriedade inversa (denotado por loop P.I.) se cada x ∈ L
tem um único inverso bilateral, que denotamos por x−1, e se, ∀ x, y ∈ L, o loop satisfaz
x−1(xy) = y e (yx)x−1 = y, ou seja, as propriedades de inverso à esquerda e inverso à
direita, respectivamente.

Teorema 1.1. Em qualquer loop L, para quaisquer elementos x, y, z de L, as seguintes
identidades (chamadas identidades de Moufang) são equivalentes:

((xy)x)z = x(y(xz)), (1)

((xy)z)y = x(y(zy)), (2)

(xy)(zx) = (x(yz))x. (3)

Se L é um loop satisfazendo qualquer uma dessas identidades, então L é um loop P.I.
que também satisfaz

(yx)x = yx2, x(xy) = x2y, (xy)x = x(yx). (4)
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Um loop L é chamado um loop de Moufang se ele satisfaz qualquer uma das três
identidades de Moufang.

Com o objetivo de enunciar um teorema, que é bastante útil para decidirmos se um
determinado conjunto não-vazio munido de uma operação binária é um loop, vamos definir
a noção de quasigrupo. Seja G um conjunto não-vazio munido de uma operação binária
“.”(denotado por (G, .) e chamado de grupóide) e seja a qualquer elemento fixado em G.
As aplicações de translação La : G −→ G e Ra : G −→ G, são definidas respectivamente
por La(x) = a.x e Ra(x) = x.a, ∀x ∈ G.

Um grupóide (G, .) é chamado um quasigrupo se as aplicações La : G −→ G e Ra :
G −→ G são bijeções para todo a ∈ G.

A definição de quasigrupo é equivalente a dizermos que dados quaisquer dois elementos
de x, y, z em G o terceiro pode ser unicamente selecionado em G de modo que x.y = z.
Logo, temos que um loop (L, .) é um quasigrupo com elemento identidade (bilateral) 1.

Teorema 1.2. Seja (G, .) um grupóide finito. São equivalentes:

(i) (G, .) é um quasigrupo.

(ii) La : G −→ G e Ra : G −→ G são injetoras para todo a ∈ G.

(iii) La : G −→ G e Ra : G −→ G são sobrejetoras para todo a ∈ G.

(iv) As leis de cancelamento à esquerda e à direita valem para (G, .).

(v) Cada elemento em G aparece somente uma vez em cada linha e em cada coluna da
tabela de multiplicação para (G, .).

Definição 1.1. Sejam x, y e z três elementos de um loop L. O comutador de x e y é o
único elemento [x, y] de L que satisfaz xy = (yx)[x, y] e o associador de x, y e z é o único
elemento (x, y, z) de L que satisfaz (xy)z = (x(yz))(x, y, z).

O núcleo à esquerda de um loop L é o conjunto Nl = {a ∈ L|(a, x, y) = 1, ∀x, y ∈ L} ,
o núcleo à direita é o conjunto Nr = {a ∈ L|(x, y, a) = 1,∀x, y ∈ L} , o núcleo do meio é
Nm = {a ∈ L|(x, a, y) = 1, ∀x, y ∈ L} e o núcleo de L é N (L) = Nl ∩ Nr ∩ Nm. O centro
de L é Z(L) = {x ∈ N (L)|[a, x] = 1, ∀a ∈ L} .

Proposição 1.1. Todo núcleo de um loop é um subloop associativo e portanto um grupo.
O centro de um loop é um grupo abeliano.

As demonstrações do Lema 1.1, Corolário 1.1 e dos Teoremas 1.3 e 1.4 a seguir podem
ser encontradas em [2].

Lema 1.1. Se L é um loop de Moufang, z ∈ L um elemento que comuta com todo elemento
de L, e z2 ∈ N (L), então z ∈ Z(L).

Corolário 1.1. Se L é um loop de Moufang, z ∈ L um elemento que comuta com todo
elemento de L, e z2 = 1, então z ∈ Z(L).
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Teorema 1.3. Se L é um loop de Moufang com um único quadrado não trivial, e, então
e2 = 1 e L é um grupo abeliano ou [L,L] = (L,L,L) = L2 = {1, e} ⊆ Z(L).

Teorema 1.4. Se L é um loop de Moufang com L2 = {1, e}, então, para todo w, x, y, z ∈
L,

1. [xy, z] = [x, z][y, z](x, y, z)

2. (wx, y, z) = (w, y, z)(x, y, z).

Teorema 1.5. (Moufang) Se a, b, c são elementos de um loop de Moufang e ab.c = a.bc,
o subloop gerado por {a, b, c} é um grupo.

Para a demonstração do Teorema de Moufang ver Bruck [1]. Por este teorema, se
(x, y, z) 6= 1, então (x

′
, y

′
, z

′
) 6= 1 para qualquer permutação x

′
, y

′
, z

′
de x, y, z. Portanto se

L tem um único quadrado não trivial e desta forma, um único associador não trivial, então
(x

′
, y

′
, z

′
) = (x, y, z). Em outras palavras, o associador de três elementos é independente

da ordem de seus elementos. Assim, a propriedade (2) do Teorema 1.4 também é válida
para (x,wy, z) e (x, y, wz).

Proposição 1.2. ( [2], Teorema 2) Seja F um loop de Moufang.

1. Se (x, y, z)2 = 1 e todos os comutadores e associadores de F são centrais então

[xy, z] = [x, z][y, z](x, y, z). (5)

2. Se os comutadores e associadores de F são centrais então

(wx, y, z) = (w, y, z)(x, y, z). (6)

Usando a proposição anterior se prova que (x,wy, z) = (x,w, z)(x, y, z) e (x, y, wz) =
(x, y, w)(x, y, z). De fato, observe que [xy, z] = [z, xy]. Dáı, (x, y, z) = (z, x, y). Logo,
(x, y, wz) = (wz, x, y) = (w, x, y)(z, x, y) = (y, w, x)(y, z, x) = (x, y, w)(x, y, z). Analoga-
mente temos o outro caso. Claramente obtemos o próximo resultado:

Proposição 1.3. Se os quadrados e comutadores de um loop de Moufang F são centrais
então temos

(xy)2 = x2y2[x, y].

2 Loops de Código

Nesta seção apresentamos uma introdução da Teoria de Loops de Código. Para isto,
consideremos Fn

2 como um espaço vetorial n-dimensional sobre o corpo de 2 elementos
F2 = {0, 1}. Para vetores u e v em Fn

2 , |v| (o peso de v) denota o número de coordenadas
não-nulas de v e |u ∩ v| (peso de u intersecção v) denota o número de posições nas quais
as coordenadas de u e v são ambas não-nulas, ou seja, se u = (u1, ..., un) e v = (v1, ..., vn),
com ui, vi ∈ F2 ∀i = 1, . . . , n, então |v| = |{i|vi = 1}| e |u ∩ v| = |{i|ui = vi = 1}|.
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Definição 2.1. Um código par é um subespaço V ⊆ Fn
2 tal que |v| ≡ 0 (mod 4) e |u∩v| ≡

0 (mod 2) para quaisquer u, v ∈ V .

Como exemplo de código par, considere o subespaço V ⊆ F7
2 com base B = {v1, v2, v3}

onde

v1 = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0), v2 = (1, 1, 0, 0, 1, 1, 0), v3 = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1).

Seja V um código par. Denotemos por L(V ) o conjunto V ∪ (−V ). Definimos uma
função φ : V×V→{1,−1} para todo u, v, w ∈ V, (chamada fator de conjunto) do seguinte
modo:

1. φ(v, v) = (−1)
|v|
4 .

2. φ(v, w) = (−1)
|v∩w|

2 φ(w, v).

3. φ(0, v) = φ(v, 0) = 1.

4. φ(v + w, u) = φ(v, w + u)φ(v, w)φ(w, u)(−1)|v∩w∩u|.

Vamos definir uma operação binária ′.′ sobre L(V ), chamada de produto e denotada,
quando conveniente, por justaposição. Sejam v, w ∈ V , definimos

v.w = φ(v, w)(v + w), onde φ(v, w) ∈ {1,−1},
v.(−w) = (−v).w = −(v.w),
(−v).(−w) = v.w.

(7)

Logo, com o produto definido, temos que (L(V ), .), ou simplesmente L(V ), tem uma
estrutura de loop. Para provarmos que L(V ) é loop devemos definir a igualdade de dois
elementos. Como podemos pensar em L(V ) como o produto cartesiano de {1,−1} × V ,
identificando v com (1, v) e −v com (−1, v), e como a igualdade de dois pares ordenados
é dada pela igualdade componente a componente, definimos que dois elementos x, y de
L(V ) da forma x = au e y = bv, com a, b ∈ {1,−1}, são iguais se a = b e u = v. Sempre
que denotarmos um elemento de L(V ) da forma x = av significa que a ∈ {1,−1} e v ∈ V .
É bom observar também que podemos representar o produto de dois elementos quaisquer
x = au e y = bv de L(V ) da forma xy = (abφ(u, v))(u+ v).

Observemos que L(V ) é finito. Logo, para provar que L(V ) é loop basta provar que
para todo a ∈ L(V ) que as aplicações de translação La : G −→ G e Ra : G −→ G, definidas
respectivamente por La(x) = a.x e Ra(x) = x.a, ∀x ∈ G são injetoras ( pelo Teorema 1.2)
e que L(V ) tem elemento identidade.

Consideraremos através do lema abaixo algumas propriedades relativas ao código par
V , que podem ser encontradas no artigo de Griess [5].

Lema 2.1. Sejam x, y, z quaisquer elementos do código par V . Então:

a) |x ∩ y ∩ (z + x)| = |x ∩ y ∩ z|;

b) 1
2 |x ∩ (x+ y + z)| = 1

2 |x ∩ y|+
1
2 |x ∩ z|+ |x ∩ y ∩ z|;
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c) 1
2 |y ∩ (x+ z)| = 1

2 |y ∩ x|+
1
2 |y ∩ z|+ |y ∩ x ∩ z|.

Robert L. Griess Jr. demonstrou em [5] que um loop de código é um loop de Moufang
e em [2], Orin Chein e Edgar G. Goodaire demonstraram que um loop de código satisfaz
as propriedades do próximo teorema. Com base nas ideias destes artigos demonstramos
de forma mais detalhada o próximo teorema.

Teorema 2.1. O loop L(V ) é loop de Moufang e valem as seguintes propriedades, para
quaisquer u, v, w ∈ V :

i) v2 = (−1)
|v|
4 0,

ii) [u, v] = u−1v−1uv = (−1)
|u∩v|

2 0,

iii) (u, v, w) = ((uv)w)((u(vw))−1) = (−1)|u∩v∩w|0.

Demonstração. Seja L(V ) = V ∪ (−V ), onde V é um código par. Temos que provar que
L(V ) satisfaz qualquer uma das identidades de Moufang. Vamos provar então que

(ax)(by).(cz)(ax) = [(ax).(by)(cz)] (ax), ∀ ax, by, cz ∈ L(V ) (8)

Pela definição do produto em L(V ) para obtermos (8) basta provarmos que

φ(x, y)φ(z, x)φ(x+ y, z + x) = φ(y, z)φ(x, y + z)φ(x+ y + z, x), (9)

onde φ : V×V→{1,−1} é a função fator de conjunto.
De fato, por um lado (ax)(by).(cz)(ax) = (abacφ(x, y)φ(z, x)φ(x + y, z + x))(y + z).

Por outro lado, [(ax).(by)(cz)] (ax) = (abacφ(y, z)φ(x, y + z)φ(x+ y + z, x))(y + z).
Relembremos duas propriedades da função fator de conjunto φ : V×V→{1,−1}:

φ(v, w) = (−1)
v∩w
2 φ(w, v); (10)

φ(v + w, u) = φ(v, w + u)φ(v, w)φ(w, u)(−1)|v∩w∩u|. (11)

Pelo Lema 2.1a) e pela equação (11),

φ(x, y)φ(x+ y, z + x) = φ(y, z + x)φ(x, x+ y + z)(−1)|x∩y∩z|
eq.10 e lema 2.1b)

=

= φ(y, z + x)φ(x+ y + z, x)(−1)
|x∩y|

2
+

|x∩z|
2 .

Em (10) ficamos com

φ(y, z + x)φ(x+ y + z, x)φ(z, x)(−1)
|x∩y|

2
+

|x∩z|
2 = φ(y, z)φ(x, y + z)φ(x+ y + z, x).

Logo a equação (10) é equivalente à:

φ(z, x)φ(y, z)φ(x, y + z)φ(y, z + x)(−1)
|x∩y|

2
+

|x∩z|
2 = 1.

Mas φ(z, x) = (−1)
|x∩z|

2 φ(x, z) por (10). Assim, (9) é equivalente à

φ(x, z)φ(y, z)φ(x, y + z)φ(y, z + x)(−1)
|x∩y|

2 = 1. (12)
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Agora para provarmos a equação (12) basta observarmos que pelo Lema 2.1c) e pelas
equações (10) e (11) temos:

φ(x, z)φ(x, z + y) = φ(x+ z, y)φ(z, y)(−1)|x∩y∩z|;

φ(y, x+ z) = φ(x+ z, y)(−1)
y∩x
2

+ y∩z
2

+|y∩x∩z|;

φ(y, z) = (−1)
|y∩z|

2 φ(z, y).

Portanto L(V ) é loop de Moufang. Agora provaremos as propriedades mencionadas
no Teorema.

i) Como v2 = φ(v, v)(v + v), e por definição φ(v, v) = (−1)
|v|
4 , logo v2 = (−1)

|v|
4 0.

ii) Por definição,

u.v = φ(u, v)(u+ v) = (−1)
|u∩v|

2 φ(v, u)(v + u) =

= (−1)
|u∩v|

2 0.φ(v, u)(v + u) = (−1)
|u∩v|

2 0.(v.u).

Portanto, pela unicidade do comutador, temos que [u, v] = (−1)
|u∩v|

2 0.

iii) Por definição, por um lado
(uv)w = φ(u, v)φ(u+ v, w)(u+ v +w) == (−1)|u∩v∩w|φ(v, w)φ(u, v +w)(u+ v +w). Por
outro lado,

(−1)|u∩v∩w|0.(u(vw)) = (−1)|u∩v∩w|0.(φ(v, w)φ(u, v + w)(u+ v + w)) =

= (−1)|u∩v∩w|φ(v, w)φ(u, v + w)φ(0, u+ v + w)(u+ v + w) =

= (uv)w.

Portanto, pela unicidade do associador, temos que (u, v, w) = (−1)|u∩v∩w|0.

Definição 2.2. O loop de Moufang L(V ) é chamado de loop de código. Dizemos que
L(V ) tem posto m, se dim F2V = m.

Como exemplo, considere V o código par do exemplo anterior e L(V ) = V ∪(−V ), com
a operação de multiplicação definida como acima. Claramente temos que L(V ) é um loop
de código de posto 3 com 16 elementos.

Definição 2.3. Um loop de Moufang L é chamado E-loop se existe um subloop central Z
de 2 elementos tal que L/Z ∈ A, onde A é a variedade de grupos com identidade x2 = 1.

O resultado principal desta seção relaciona loops de código e E-loops. Para demons-
trarmos este resultado precisamos do próximo lema e do teorema principal demonstrado
por Chein e Goodaire em [2].

Lema 2.2. Seja L um loop de Moufang finito. O loop L é um E-loop se, e somente se,
|L2| ≤ 2.
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Demonstração. Seja L um E-loop. Então existe um subloop central Z = {1, x} tal que
y2 = 1, ∀y ∈ L/Z. Vamos mostrar que L2 ⊆ Z. Se supormos que e ∈ L2 seja tal que
e 6= 1, x, então existirá u ∈ L tal que u2 = e. Dáı teremos u2 6= 1, contradizendo a
definição de L. Logo u2 = 1 ou u2 = x, ou seja L2 ⊆ Z. Portanto, |L2| ≤ 2.

Reciprocamente, suponhamos que |L2| ≤ 2. Caso |L2| = 1, então L é um loop de
Moufang comutativo. De fato, para quaisquer x, y ∈ L, [x, y] = x−2(xy−1)2y2 = 1.
Logo, pelo Corolário 1.1, qualquer elemento de L está no centro de L. Considere então
um subloop central qualquer de dois elementos, digamos Z(L) = {1, x}, onde x ∈ L é
qualquer. Assim, L/Z(L) ∈ A, onde A é a variedade de grupos tais que y2 = 1, ∀y. Agora
suponhamos que L2 = {1, e} e que L2 = Z. Pelo Teorema 1.3, L2 é um subloop central e
assim, podemos ver com simples cálculos que y2 = 1, ∀y ∈ L/Z.

Teorema 2.2. (Chein e Goodaire, [2]) Um loop finito L é isomorfo a um loop de código
se, e somente se, L é um loop de Moufang com |L2| ≤ 2.

Teorema 2.3. Um loop de Moufang L é um loop de código se, e somente se, L é um
E-loop.

Demonstração. A demonstração sai diretamente do Lema 2.2 e do Teorema 2.2.

3 Conclusões

Neste trabalho introduzimos os loops de código a partir de códigos pares e mostramos
com detalhes que loops de código são loops de Moufang com um único comutador não-
trivial, um único associador não-trivial e um único quadrado não-trivial. Além disso,
definimos E-loops e mostramos a relação existente entre E-loops e loops de código.
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