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Resumo. Robert L. Griess (1986) introduziu a teoria de Loops de Cédigo que tem aplicabi-
lidade no estudo das Algebras Nao Associativas. Griess demonstrou que um loop de cédigo
¢ um loop de Moufang [5] e Orin Chein e Edgar G. Goodaire (1990) demonstraram que
loops de cédigo tem um unico comutador nao-trivial, um dnico associador nao-trivial e um
unico quadrado nao-trivial. Em [7], classificamos todos os loops de cédigos de posto 3 e 4
e determinamos todas as representacoes basicas destes loops. Neste trabalho apresentamos
uma introdugao & Teoria de Loops de Cddigo. De modo mais especifico, apresentamos alguns
resultados essenciais sobre cédigos pares, loops de Moufang e loops de cédigo e apresentamos
uma caracterizagao dos loops de cddigo.

Palavras-chave. Loops de Moufang, Cédigos Pares, Loops de Cédigo.

1 Introducao

Nesta secao apresentamos algumas definicoes e resultados preliminares sobre loops.
Para mais detalhes e demonstragoes ver [3] e [6].

Um loop é um conjunto L, munido com uma operagao binéria (denotada por justa-
posigao ou por .) tal que, dados quaisquer elementos x,y, z, a equacao z.y = z determina
o terceiro elemento de modo unico e tal que existe um elemento identidade (denotado por
1).

Um loop L é um loop com a propriedade inversa (denotado por loop P.I.) se cada z € L
tem um tnico inverso bilateral, que denotamos por z 1, e se, V x,y € L, o loop satisfaz
r 1 (zy) = y e (yr)r~! = y, ou seja, as propriedades de inverso & esquerda e inverso i
direita, respectivamente.

Teorema 1.1. Em qualquer loop L, para quaisquer elementos x,y,z de L, as sequintes
identidades (chamadas identidades de Moufang) sao equivalentes:

((zy)z)z = x(y(z2)), (1)

((zy)2)y = x(y(zy)), (2)

(zy)(zz) = (z(yz))=. (3)

Se L € um loop satisfazendo qualquer uma dessas identidades, entao L € um loop P.I.
que também satisfaz

=X

(yz)z = yz°, z(zy) =27y, (vy)z = z(yz). (4)
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Um loop L é chamado um loop de Moufang se ele satisfaz qualquer uma das trés
identidades de Moufang.

Com o objetivo de enunciar um teorema, que é bastante 1til para decidirmos se um
determinado conjunto nao-vazio munido de uma operagao binaria é um loop, vamos definir
a noc¢ao de quasigrupo. Seja G um conjunto nao-vazio munido de uma operacao binaria
“”(denotado por (G,.) e chamado de grupdide) e seja a qualquer elemento fixado em G.
As aplicacoes de translagao L, : G — G e R, : G — G, sdo definidas respectivamente
por Lg(z) = a.x e Ry(x) = z.a, Vx € G.

Um grupéide (G, .) é chamado um quasigrupo se as aplicagoes L, : G — G e R, :
G — (G sao bijegoes para todo a € G.

A definicao de quasigrupo é equivalente a dizermos que dados quaisquer dois elementos
de z,y,z em G o terceiro pode ser unicamente selecionado em G de modo que z.y = z.
Logo, temos que um loop (L,.) é um quasigrupo com elemento identidade (bilateral) 1.

Teorema 1.2. Seja (G,.) um grupdide finito. Sao equivalentes:

(i) (G,.) é um quasigrupo.

(ii) Ly : G — G e Ry : G — G sdo injetoras para todo a € G.

(iii) L, : G — G e R, : G — G sao sobrejetoras para todo a € G.
(iv) As leis de cancelamento a esquerda e a direita valem para (G, .).

(v) Cada elemento em G aparece somente uma vez em cada linha e em cada coluna da
tabela de multiplicagao para (G, .).

Definigao 1.1. Sejam x,y e z trés elementos de um loop L. O comutador de x ey € o
unico elemento [x,y] de L que satisfaz xy = (yx)[x,y] e o associador de z,y e z € o inico
elemento (x,y,z) de L que satisfaz (zy)z = (x(y2))(x,y, 2).

O nucleo & esquerda de um loop L é o conjunto N; = {a € L|(a,z,y) = 1,Vz,y € L},
o nicleo a direita é o conjunto N, = {a € L|(x,y,a) = 1,Vx,y € L}, o nicleo do meio é
N = {a € L|(z,a,y) = 1,Vx,y € L} e o nicleo de L é N'(L) = Ny NN, N N,,. O centro
de L é Z(L) ={z e N(L)|[a,z] = 1,Ya € L}.

Proposigao 1.1. Todo nicleo de um loop € um subloop associativo e portanto um grupo.
O centro de um loop € um grupo abeliano.

As demonstracoes do Lema 1.1, Corolério 1.1 e dos Teoremas 1.3 e 1.4 a seguir podem
ser encontradas em [2].

Lema 1.1. Se L é um loop de Moufang, z € L um elemento que comuta com todo elemento
de L, e 22 € N(L), entio z € Z(L).

Corolario 1.1. Se L é um loop de Moufang, z € L um elemento que comuta com todo
elemento de L, e z*> =1, entdo z € Z(L).
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Teorema 1.3. Se L € um loop de Moufang com um unico quadrado ndo trivial, e, entdo
e? =1 e L é um grupo abeliano ou [L,L) = (L,L,L) = L? = {1,e} C Z(L).

Teorema 1.4. Se L é um loop de Moufang com L? = {1, e}, entdo, para todo w,z,y,z €
L,

1. [zy, 2] = [z, 2][y, 2|(z,y, )
2. (wz,y,2) = (w,y, 2)(z,y, 2).

Teorema 1.5. (Moufang) Se a,b,c sao elementos de um loop de Moufang e ab.c = a.be,
o subloop gerado por {a,b,c} é um grupo.

Para a demonstracao do Teorema de Moufang ver Bruck [1]. Por este teorema, se
(z,y,2) # 1, entdo (z',y , z') # 1 para qualquer permutacio =,y , 2 de z,y, z. Portanto se
L tem um tnico quadrado nao trivial e desta forma, um tinico associador nao trivial, entao
(x', Y, z') = (z,y, z). Em outras palavras, o associador de trés elementos é independente
da ordem de seus elementos. Assim, a propriedade (2) do Teorema 1.4 também é vélida
para (z,wy, z) e (z,y,wz).

Proposicao 1.2. ( [2], Teorema 2) Seja F' um loop de Moufang.

1. Se (x,9,2)? =1 e todos os comutadores e associadores de F sdo centrais entdo
[zy, 2] =[x, 2][y, 2)(2, y, 2)- ()
2. Se os comutadores e associadores de F' sao centrais entao
(wz,y, 2) = (w,y,2)(2, Y, 2). (6)

Usando a proposicao anterior se prova que (z,wy, z) = (z,w, 2)(x,y, 2) e (z,y,wz) =
(z,y,w)(z,y,z). De fato, observe que [zy,z] = [z,2y|. Dali, (z,y,2) = (z,z,y). Logo,
(x7 y7 wz) = (wz’ "'E7 y) = (w) x? y)(’z’ z? y) = (y’ w7 x)(y? Z7 x) = (1‘7 y7 w)(x7 y’ Z)‘ Analoga_
mente temos o outro caso. Claramente obtemos o préximo resultado:

Proposigao 1.3. Se os quadrados e comutadores de um loop de Moufang F' sao centrais
entao temos
[

(zy)? = 2°y°[z,y].

2 Loops de Cadigo

Nesta secao apresentamos uma introdugao da Teoria de Loops de Cédigo. Para isto,
consideremos F4 como um espago vetorial n-dimensional sobre o corpo de 2 elementos
Fy = {0,1}. Para vetores u e v em F%, |v| (0 peso de v) denota o nimero de coordenadas
nao-nulas de v e |[uNv| (peso de u intersecgdo v) denota o nimero de posi¢oes nas quais
as coordenadas de u e v s20 ambas nao-nulas, ou seja, se u = (U1, ..., Up) € V = (V1, ..., Vp),
com u;,v; € FoVi=1,... n, entdo |v| = |[{ilv; = 1}| e [unv| = [{ilu; = v; = 1}|.
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Definigao 2.1. Um cédigo par é um subespaco V' C Fy tal que |v| =0 (mod 4) e |[uNv| =
0 (mod 2) para quaisquer u,v € V.

Como exemplo de cédigo par, considere o subespago V' C F; com base B = {v1,va,v3}
onde
vy =(1,1,1,1,0,0,0), vy =(1,1,0,0,1,1,0), v3 =(1,0,1,0,1,0,1).

Seja V um cédigo par. Denotemos por L(V') o conjunto V U (—V'). Definimos uma
fungao ¢ : VxV— {1, —1} para todo u,v,w € V, (chamada fator de conjunto) do seguinte
modo:

v

1. ¢(v,v) =(—-1)7.

[vNw]|

2. ¢o(v,w) =(=1)"2 ¢(w,v).
3. ¢(0,v) = ¢(v,0) = 1.
4. ¢(v+w,u) = ¢(v,w + u)P(v, w)e(w, u)(—1)PwNul,

Vamos definir uma operacao bindria "." sobre L(V'), chamada de produto e denotada,
quando conveniente, por justaposicao. Sejam v, w € V, definimos

w = ¢(v,w)(v+w), onde ¢(v,w) € {1, -1},
(—w) = (—v)w = —(v.w), (7)
(—v).(—w) = v.w.

v
v

Logo, com o produto definido, temos que (L(V'),.), ou simplesmente L(V'), tem uma
estrutura de loop. Para provarmos que L(V') é loop devemos definir a igualdade de dois
elementos. Como podemos pensar em L(V') como o produto cartesiano de {1,—1} x V,
identificando v com (1,v) e —v com (—1,v), e como a igualdade de dois pares ordenados
¢é dada pela igualdade componente a componente, definimos que dois elementos x,y de
L(V) da forma z = au e y = bv, com a,b € {1,—1}, sao iguais se a = b e u = v. Sempre
que denotarmos um elemento de L(V') da forma x = av significa que a € {1,—-1} ev € V.
E bom observar também que podemos representar o produto de dois elementos quaisquer
x=auey=bvde L(V) da forma xy = (abp(u,v))(u + v).

Observemos que L(V') é finito. Logo, para provar que L(V') é loop basta provar que
para todo a € L(V') que as aplicagoes de translacdo L, : G — G e R, : G — G, definidas
respectivamente por L,(z) = a.x e Ry(x) = z.a, Vo € G sao injetoras ( pelo Teorema 1.2)
e que L(V') tem elemento identidade.

Consideraremos através do lema abaixo algumas propriedades relativas ao cédigo par
V', que podem ser encontradas no artigo de Griess [5].

Lema 2.1. Sejam z,y, z quaisquer elementos do cédigo par V. Entdo:
a) lzrNynN(z+z)|=lzNnyNz;

b) %|xﬂ(m+y+z)\:%|xﬁy|+%|xﬂz\+]mﬂyﬂz|;
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c) Slyn(z+2)|=2%ynz|+iynzl+lynaznz

Robert L. Griess Jr. demonstrou em [5] que um loop de cédigo é um loop de Moufang
e em [2], Orin Chein e Edgar G. Goodaire demonstraram que um loop de cédigo satisfaz
as propriedades do préximo teorema. Com base nas ideias destes artigos demonstramos
de forma mais detalhada o proximo teorema.

Teorema 2.1. O loop L(V') € loop de Moufang e valem as segquintes propriedades, para

quaisquer u,v,w € V:

i) v? = (~1)'70,
i) [u,v] = u v luw = (—1) o 0,
iii) (u,v,w) = ((uo)w)((u(vw)) ™) = (~1)lnelg,

Demonstragao. Seja L(V) =V U (=V), onde V é um c6digo par. Temos que provar que
L(V) satisfaz qualquer uma das identidades de Moufang. Vamos provar entado que

(ax)(by).(cz)(ax) = [(ax).(by)(c2)] (ax), V ax,by,cz € L(V) (8)
Pela definigao do produto em L(V') para obtermos (8) basta provarmos que

oz, 9) (2, 2)d(x +y, 2 + ) = ¢y, 2)p(2,y + 2)¢(x + y + 2, ), (9)

onde ¢ : VxV—{1,—1} é a funcao fator de conjunto.
De fato, por um lado (ax)(by).(cz)(az) = (abaco(x,y)p(z, x)p(x + y,z + x))(y + 2).
Por outro lado, [(az).(by)(cz)] (azx) = (abaco(y, z)p(z,y + 2)p(x +y + z,2))(y + 2).
Relembremos duas propriedades da funcao fator de conjunto ¢ : VxV— {1, —1}:

vNw

pv,w) = (=1)2 ¢(w,v); (10)
¢(U+w7u) = (b(v’w+u)¢(v’w)¢(w’u)(_1)|vﬁwﬂu|' (11)

Pelo Lema 2.1a) e pela equacao (11),

lzNynz| eq.10 e lema 2.1b)

oz, 9)p(x +y, 2 + ) = ¢(y, 2 + 2)p(z, 2 + y + 2)(—1)
= ¢(y, z+ ZL‘)gb(:L‘ +y+z, m)(_l) \wf;yl_i_\zr;ﬂ

Em (10) ficamos com

[Edal

= oy, 2)p(x,y + 2)p(a +y + 2, 2).

[zNy|
5+

Oy, z +x)p(r +y+2z,2)p(z,2)(—1)
Logo a equagcao (10) é equivalente a:

xN zNz
lenyl | Janz]

oz, )Py, 2)p(x,y + 2)p(y, 2 + x)(=1) 2 T2 =1

|lzNz

Mas ¢(z,x) = (—1) 2 ¢(x, z) por (10). Assim, (9) é equivalente a

[zNy|

oz, 2)p(y, 2)p(w,y + 2)p(y, 2 + z)(=1) 2 = 1. (12)
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Agora para provarmos a equagao (12) basta observarmos que pelo Lema 2.1c) e pelas
equagoes (10) e (11) temos:

oz, 2)p(x, 2 +y) = oz + 2,y)d(z, y) (—1)leWN=l;
Oy, +2) = ¢p(x + 2,y)(—1)"2 +*2" Hn=nzl,

IyﬁZ\

P(y,2) = (=1) 2 é(z,y).

Portanto L(V') é loop de Moufang. Agora provaremos as propriedades mencionadas
no Teorema.

i) Como v? = ¢(v,v)(v + v), e por defini¢io ¢(v,v) = (—1)%, logo v? = (—1)%0.

i1) Por definigao,

wo = ¢(u,v)(u+v) = (=1) 2" $(v,u)(v +u) =

|uﬁv| |[unv]|

= (=1 = 0.9(v,u)(v+u) = (=1)720.(v.u).

Portanto, pela unicidade do comutador, temos que [u,v] = (=1) "z 0.

ii1) Por defini¢ao, por um lado
(uv)w = ¢(u, v)p(u + v, w)(u+ v +w) == (=)l (Y, w)p(u, v+ w)(u + v+ w). Por
outro lado,

(=Dl (y(vw)) = (=)0 (G(v, w)d(u, v +w)(u+ v+ w)) =

— (=), w) b, v + w)B(0, w4 v+ w) (1 + v+ w) =

= (wv)w.

Portanto, pela unicidade do associador, temos que (u,v,w) = (—1)*wNwlp, O

Definigao 2.2. O loop de Moufang L(V) é chamado de loop de cddigo. Dizemos que
L(V') tem posto m, se dim g,V = m.

Como exemplo, considere V o c6digo par do exemplo anterior e L(V) = VU(-V), com
a operagao de multiplicacdo definida como acima. Claramente temos que L(V') é um loop
de cédigo de posto 3 com 16 elementos.

Definigao 2.3. Um loop de Moufang L é chamado E-loop se existe um subloop central Z
de 2 elementos tal que L/Z € A, onde A é a variedade de grupos com identidade x° = 1.

O resultado principal desta se¢ao relaciona loops de cédigo e E-loops. Para demons-
trarmos este resultado precisamos do préximo lema e do teorema principal demonstrado
por Chein e Goodaire em [2].

Lema 2.2. Seja L um loop de Moufang finito. O loop L é um E-loop se, e somente se,
|L?| < 2.
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Demonstragao. Seja L um E-loop. Entao existe um subloop central Z = {1,z} tal que
y? =1, Vy € L/Z. Vamos mostrar que L? C Z. Se supormos que e € L? seja tal que
e # 1,x, entdo existird u € L tal que u?> = e. Dai teremos u? # 1, contradizendo a
defini¢do de L. Logo u? =1 ou u? = x, ou seja L? C Z. Portanto, |L?| < 2.
Reciprocamente, suponhamos que |L?| < 2. Caso |L?| = 1, entdo L é um loop de
Moufang comutativo. De fato, para quaisquer z,y € L, [z,y] = o 2(zy~1)%y? = 1.
Logo, pelo Corolario 1.1, qualquer elemento de L estd no centro de L. Considere entao
um subloop central qualquer de dois elementos, digamos Z(L) = {1,z}, onde x € L é
qualquer. Assim, L/Z(L) € A, onde A é a variedade de grupos tais que y? = 1, Vy. Agora
suponhamos que L? = {1,e} e que L? = Z. Pelo Teorema 1.3, L? é um subloop central e
assim, podemos ver com simples calculos que 72 =1, Vy € L/Z. O

Teorema 2.2. (Chein e Goodaire, [2]) Um loop finito L € isomorfo a um loop de cédigo
se, e somente se, L é um loop de Moufang com |L?| < 2.

Teorema 2.3. Um loop de Moufang L € um loop de cddigo se, e somente se, L € um
E-loop.

Demonstracdo. A demonstracao sai diretamente do Lema 2.2 e do Teorema 2.2. O

3 Conclusoes

Neste trabalho introduzimos os loops de codigo a partir de cédigos pares e mostramos
com detalhes que loops de cddigo sao loops de Moufang com um tnico comutador nao-
trivial, um tunico associador néo-trivial e um unico quadrado ndo-trivial. Além disso,
definimos E-loops e mostramos a relacao existente entre E-loops e loops de codigo.
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