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Resumo. Doengas infecciosas acometem populagoes de presas e a escolha predatéria de pre-
sas suscetiveis pode leva-la a extingao. Propusemos e analisamos um modelo matematico de
interacao presa - predador, com a populacao de presas dividida em duas classes: suscetiveis e
infectadas. A subpopulacao de presas suscetiveis, torna - se infectada por contato direto com
a subpopulacao de presas infectadas e o predador consome somente as presas suscetiveis. A
analise do modelo permitiu estabelecer limiares para a propagacao da doenca na auséncia
bem como na presenga de predadores, além de condigoes de existéncia e estabilidade dos
pontos de equilibrio biologicamente vidveis.
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1 Introducao

A dinadmica de uma doenca em uma populacido é influenciada pelas interacées com
outras espécies dentro da comunidade ecolégica. Dentre as interagoes a predacao pode re-
duzir drasticamente o tamanho da populagao de presas e uma doenga pode, eventualmente,
conduzi-la a extingdo. Por outro lado, a predacao pode regular surtos patogénicos na po-
pulacao de presas. Dessa forma, tanto a doenca quanto a predacao pode ser reguladora
de uma populagao de presas. Portanto, a compreensao da incidéncia e prevaléncia de uma
doenca, em um sistema de interagao presa-predador, requer a compreencao e integragao
dos principios de epidemiologia de doencas infecciosas e de ecologia de comunidades.

O que aqui propomos é a modelagem da dinamica populacional de um sistema de
interacao presa-predador, com presas acometidas por uma doenca infecciosa e predador
com capacidade de identificar as presas infectadas e evitar deliberadamente o seu consumo,
fenomeno denominado predagao doenca-seletiva [1,4,6].

2 Modelo Matematico de Predacao Doenca-Seletiva

Para a elaboracao do modelo matematico consideramos que durante o processo o meio
ambiente nao muda a favor de uma espécie e a doenca ¢é transmitida apenas entre presas.
Para a populacao de presas assumimos como em [1] o seguinte:
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A populacio de presas ¢ dividida em duas classes: suscetiveis (S) e infectadas (I);

A populacado de presas suscetiveis tem crescimento logistico a uma taxa intrinseca

7. Somente as presas suscetiveis se reproduzem, no entanto, as presas infectadas
participam da competicao por recursos, assim, ambas as presas contribuem para a
saturacao, com capacidade suporte K7;

a uma taxa (3, pela incidéncia de acao de massas;

Parte da populagao de presas suscetiveis se torna infectada por transmissao direta,

A resposta funcional é do Tipo II de Holling [3], que descreve a mudanca na taxa de

consumo de presas por um predador quando a densidade de presas varia, com uma

taxa de eficiéncia de predacgao w, e constante de saturacao média 7;

e Presas infectadas nao se recuperam e morrem a uma taxa 7.

Para a populacio de predadores P, assumimos que:

e A populacdo de predadores tem fontes alternativas de alimento, denotada pela cons-

tante Ko;

e A populagdo de predadores cresce logisticamente a uma taxa intrinseca p, com a
capacidade suporte dependente da populacao de presas suscetiveis, em cada instante
t, e das fontes alternativas de alimento;

e A eficiéncia de conversao alimentar do predador, medida da eficiéncia metabdlica do
predador por meio da qual a biomassa da presa consumida é convertida em biomassa
para o predador, é denotado por h.

De acordo com o que foi assumido, o modelo matematico de predacao doenca-seletiva

pode ser escrito como

ds:r(1 5”) _psT- OPS
dt K 1+mS
dIl  ———  _
7 B 1,
dt 7+§
{ >t

em que T, B, w, h, m e p sdo constantes positivas. Consideramos as condigOes iniciais

nao-negativas e arbitrarias, ou seja, S(0) > 0, I(0) > 0 e P(0) > 0.
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Para a adimensionalizagao do modelo (1), foi expresso S, I e P como fragoes da capacidade
suporte da subpopulacao de presas suscetiveis. As varidveis e parametros de redimensio-
namento sao

=]

_ 8 _ I _hP 4, _ 7= p_ BK1 _ WK = _ 3 ,_DP
Sjj’j_ﬁ’P_K:l’t_tr’B_ Lw="2 m=mK,y=2,p==Le
Ky =122,
Logo, o modelo (1) assume a seguinte forma apés ser adimensionalizado
( dS wPS
—=5(1-(S+1))—-pSI — ——
dt 1=(S+D)-8 1+mS’
dl
— = pBSI —~l1, 2
o = PSI = (2)

ar = pP <1 __r ) .
. dt Ko+ S
Com essa adimensionalizacao o niimero de parametros foi reduzido de 9 para 6 e os agru-
pamentos adimensionais dao medidas relativas do efeito dos parametros dimensionais.

A regiao Q = {(S,I,P),S>0,1>0,0<P < Ky+1,5+1 <1} é positivamente in-
variante para o sistema (2), o que nos assegura que as trajetdrias, que representam po-
pulagdes, que iniciam nao-negativas permanecem nao-negativas. Além disso, uma vez que
as solugoes sao limitadas em {2, existem para todo t > 0. Portanto, o problema de valor

inicial (2) é matematicamente bem colocado e biologicamente aceitavel, pois as varidveis
permanecem nao-negativas.

2.1 Pontos de equilibrio

Os seis pontos de equilibrio do sistema (2) sao:
1. Equilibrio de extinc¢ao ou trivial: Ey = (0,0, 0).
2. Equilibrio livre de doenga e de predadores: E; = (1,0,0).

3. Equilibrio de extingao da populagao de presas e persisténcia do predador: FEy =
(0,0, Ks).

4. Equilibrio em que a doenca se propaga na populacao de presas, mas o predador é
extinto: F3 = (Ss,13,0), em que

1
1 _
_ L= B—n

B _
_ " o — 1

T Ro(L+p)

S3 =

™I

B)

2 ||~
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Assim, I3 s6 existe se Rg = — > 1. R é o cldssico niumero bésico de reprodugao, que

matematicamente desempenha o papel de um limiar para a propagacao da doenca
na populacao de presas na auséncia de predadores. Epidemiologicamente, Ry nos
d4 o nuimero de casos secundéarios que um individuo infeccioso ird produzir em uma
populacao consistindo apenas de individuos suscetiveis.

5. Equilibrio presa-predador livre de doenga: E4 = (54,0, P;), em que Sy e Py sdo
dados pelo sistema

'LUP4

1_ - —
54 1+m54 07 (3)
Py
1—-———— =0 4
Ko+ Sy )

De (4), Py = K2 + Sy e, substituindo em (3), obtemos

mS; —(m—w—1)S; +wKy —1=0, (5)

cujas raizes sao dadas por:

—w — m—w—1)% —4m (wKy —
60 1) +4/( 1)’ — dm (wky 1) 6

2m

Se wKy < 1 em (6), sempre existe apenas uma raiz positiva:

—w— m—w—1)% —4m (wKy —
5 1) +4/( 1)’ dm (wks 1) .

2m

Se wKy > 1 em (6), para a existéncia de raizes reais, exigimos que:

(m —w—1)* > 4m (wKy — 1) (8)

Se (m —w — 1) < 0, nao teremos equilibrio de coexisténcia, pois ambas as raizes sao
negativas.

Se (m —w —1) > 0, além da raiz Sy,, teremos

m—w—1)—1/(m—w-1)*—4m (wK, — 1
5 -\ oo odmieka D) o)

Em vista disso, hd uma bifurcacdo em Ko = Portanto, se wKy < 1 sempre

1
7’ 7’ . L W . w .

haverda um tinico ponto de equilibrio, mas se wKs > 1 pode haver dois ou nenhum

ponto de equilibrio.

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0392 010392-4 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0392

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

6. Equilibrio de coexisténcia presa-doenga-predador: E5 = (S5, I5, P5). O sistema para
o equilibrio de coexisténcia é dado por:

’LUP5

1— (S Is) -l ——— = 0 10
(S5 + I5) — BI5 [ ; (10)
5S5 -7 = 07 (11)
P
1—-——— = 0. 12
Ko+ S5 (12)
1
De (11), S5 = % =R de (12), obtemos P5; = K3 + S5, substituindo S5 e P5 em
0

(10), obtemos

(B =) (B+my) — Bw (BKs +7)
B(1+8)(B+my)
(Ro—1) (Ro +m) —wRo (R K2+ 1)
Ro (1+ ) (Ro +m) '

Assim, [I5 s6 existe se

(§R0 — 1) (5)?0 + m)

>1
w%o (%OKQ + 1)

Ry =

em que R} representa um novo valor limiar para a propagacio da doenca na presenca
de predadores. Quando a influéncia da predacao doenca-seletiva é incorporada, a
dinamica da populacao de presas é alterada e as condigoes necessarias para a doenca
se propagar é que além Ry > 1 também seja R > 1. Note que §RUP é decrescente com
o aumento da eficiéncia de predacao w ou maior disponibilidade de fontes alternativas
de alimento para o predador Ko. Assim, esses dois fatores sao fundamentais para
regular surtos de infeccao na populacao de presas.

2.2 Estabilidade

A estabilidade local dos pontos de equilibrio foi obtida a partir dos autovalores gene-
ralizados da matriz jacobiana do sistema (2). Baseado nos teoremas 5.3 e 5.4 de [2], p.195
e p.198, respectivamente, e pelo critério de Routh-Hurwitz [5], p.507, foram estabelecidos
os seguintes teoremas.

Teorema 2.1. (a) Os equilibrios Ey = (0,0,0), E1 = (1,0,0) e E3 = (53, I3,0) sao sempre
instdveis. (b) O equilibrio de extin¢ao das presas Eo = (0,0, Ko) € estavel se wKy > 1
e instdvel se wKo < 1. (¢) O equilibrio livre de doenga Ey, = (S4,,0, K2 + S4,), podendo

Ko + Sy, .
ser i = 1,2, serd estavel se Sy, < l, 254, + w (K2 + 54,) w(KatSs;)

Sy,
1+mS4i
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Teorema 2.2. O equilibrio de coexisténcia E5 = (S5, I5, Ko + S5) € localmente assintoti-
camente estdvel se as sequintes condi¢oes sGo assequradas:

() 285+ (1+B) Is + L) 1 p> 1, ¢

(b) A1Ag— A3z >0, em que

w(K2+S
A1:255+(1+ﬁ)15+%+p—1,

_ ’w(Kz-i—Ss) wS5 .
Ay =p (255 +(1+p) 15+ s T 1 ey 1) + B (1+ B) SsIs,

Az = pB(1+B) Ss15.

3 Conclusoes

No estudo da dinamica populacional o papel das interacoes ecolégicas, como a predacao,
sao bem conhecidas. No entanto, quando uma doenca infecciosa acomete a populacao de
presas a dinamica da interacao presa-predador pode ser alterada. Esta é uma questao que
nao pode ser ignorada, pois a doenca tem um papel importante na regulacao do tamanho
das populagoes.

Propomos um modelo matemético para descrever a predagao seletiva, na qual o pre-
dador possui a capacidade por meio dos seus sentidos de identificar as presas infectadas
e evitar deliberadamente o seu consumo. O modelo apresenta uma regiao invariante, que
nos assegura que as trajetérias, que representam as populagoes, que iniciam nao-negativas
permanecem nao-negativas. Em virtude disso, as solugoes existem para todo tempo ¢ e o
problema biolégico estd bem definido.

Na anélise do modelo, na auséncia de predadores, determinamos o valor limiar, classico,
para a propagacao da doenca

ocorrendo a propagacao quando g > 1. J4, analisando o sistema na presenca de preda-
dores determinamos um novo limiar

(Ro — 1) (Ro +m)

RY = .
w%() (§ROK2 + 1)

Este limiar nos dé a condicao necessaria para a doenca se propagar na populacao de
presas na presenca de predadores, ou seja, é necessario que ?Rg) > 1. Em outras palavras,
quando 5)?(]]3 < 1 a predacao impede a propagacao da doenca na populagao de presas.

A sobrevivéncia da populagao de predadores, quando ha disponibilidade de alimento
alternativo, é pouco dependente da dinamica da populagdo de presas. No entanto, a
dinamica da populagao de presas é fortemente afetada pela agdo da predagdao doenca-
seletiva.

Ressaltamos que o modelo que propusemos considera que a capacidade suporte da
populacao de predadores é dependente da populagao de presas suscetiveis, em cada instante
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t, e das fontes alternativas de alimento, diferenciando-o dos demais modelos encontrados
na literatura que descrevem a predacao doenca-seletiva. Por meio do estudo tedrico deste
modelo foi possivel determinar os principais aspectos eco-epidemiolégicos associados ao
fenémeno de o predador evitar seletivamente presas infectadas.

Agradecimentos

A CAPES e & UFABC pelo apoio financeiro durante o desenvolvimento do trabalho.

Referéncias

[1] K. P. Das, S. Roy, J. Chattopadhyay. Effect of disease-selective predation on prey
infected by contact and external sources, BioSystems, v.95, p.188-199, 2009.

[2] C. I. Doering, A. O. Lopes. Equagoes Diferenciais Ordindrias. 3. ed. Rio de Janeiro:
IMPA, 2008. (Cole¢ao matematica universitaria).

[3] C. S. Holling, Some characteristics of simple types of predation and parasitsm, Ca-
nadian Entomologist, v.91, p.385-398, 1959.

[4] M. Martcheva. An introdution to mathematical epidemiology. Texts in Applied
Mathematics, v.61, Springer, 2015.

[5] J. D. Murray. Mathematical Biology: I. An Introduction. Third Edition, Springer,
Berlin, 2002.

[6] S. Roy, J. Chattopadhyay. Disease-selective predation may lead to prey extinction.
Mathematical Methods in the Applied Sciences, v.28, p.12571267, 2005.

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0392 010392-7 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0392

