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Resumo. A redugao da poluicao das dguas com esgoto depende dos esforcos da pesquisa
para melhorar a eficiéncia dos reatores anaerébios. Nesse sentido, a modelagem matematica
apresenta-se como uma alternativa de produzir resultados significativos, minimizando custos
de investigacao com protétipos. Neste trabalho investiga-se o termo de reagao do modelo
matematico para um reator de mistura completa. Foram elaboradas duas formulagoes, uma
polinomial, outra exponencial e verificada a coeréncia com os dados experimentais de quatro
reatores. O problema direto foi implementado numericamente pelos Métodos de Runge-
Kutta com malha varidvel. Os parametros de ambas as formulagoes foram determinados
com o Método de Procura em Rede. A formulagao exponencial descreveu o comportamento
da concentracao mais adequadamente do que a formulacao polinomial.

Palavras-chave. Reatores anaerdbios, modelagem de reatores, problemas inversos.

1 Introducao

O descarte de esgoto doméstico com tratamentos precarios representa um dos principais
fatores de contaminacao do solo, lagoas, riachos, rios e oceanos, ocasionando problemas de
saude publica, tais como as infecg¢oes por doencas parasitarias e intestinais. O esforco para
minimizar os danos desse descarte passa necessariamente pela pesquisa de métodos de tra-
tamento de aguas residudrias. A reducao do tamanho das estagoes de tratamento e o custo
do tratamento terciario, geram a necessidade de melhorar a eficiéncia dos reatores no tra-
tamento de dejetos. O desenvolvimento de modelos matematicos associados a resultados
de experimentos em escala laboratorial é uma forma de obter dados sobre o funcionamento
de reatores de diferentes tipos, determinar seus parametros e avaliar seu rendimento, com
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baixo custo e maior flexibilidade, em relagdo & construcao de protétipos. O volume 1til
de matéria organica em reatores reais é variavel durante os tempos de abastecimento e
descarte. Evidentemente, a concentracao é diferente em cada ponto do reator, principal-
mente no periodo de carregamento, pois a concentracao da carga de entrada é, em geral,
algumas vezes maior do que a concentracao da massa no interior do reator. No entanto,
terminado esse periodo, a concentragao tende a tornar-se homogénea em todo o volume.
Por essas razoes, é uma simplificacao razoavel, considerar que a concentragao da massa de
esgoto é homogénea em qualquer instante. Essa hipdtese é chamada de mistura completa.
Os reatores anaerébios sao modelados com equacgoes diferenciais ordindrias, cuja solugao
numérica torna-se mais indicada, em comparacao com a analitica, devido as variacoes no
volume, durante as etapas de abastecimento e descarte. Os parametros dessas equagoes
tém significados fisicos de interesse da engenharia sanitaria, como por exemplo, aqueles
envolvidos no termo de reagao. O problema do presente trabalho consiste na investigacao
do termo de reacao do modelo matemédtico para um reator de mistura completa. Foram
elaboradas duas formulagoes (além do coeficiente constante) e verificada a coeréncia com
os dados experimentais, sobre a variagdo da concentracao de matéria organica (DQO),
em reatores anaerébios operados em batelada. O problema direto (PD) foi implementado
numericamente pelos Métodos de Runge-Kutta com malha varidvel. Os parametros das
formulagoes foram determinados com o Método de Procura em Rede (problema inverso

(PI)).

2 Modelagem do funcionamento de reatores anaerdbios

Em um reator anaerébio, o balanco de massa indica que a variacao da massa por
unidade de tempo ¢é igual a variacao da massa que entra no reator, menos a variagao da
massa que sai por reagao (termo de reacdo) e/ou por retirada operacional, por unidade
de tempo. A Figura 1 ilustra o funcionamento e as variaveis utilizadas na modelagem do
reator de mistura completa.
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Figura 1: Esquema fisico do reator anaerdbio.

Com essas consideragoes, pode-se escrever a equagao de balango de massa na forma de
uma equagao diferencial ordindria de 1* ordem, como a equagao (1), [3],

d
dt
com C(0) = Cy (concentracgao inicial), onde C' é a concentracao do elemento a controlar
no reator (mg/l), V é o volume 1til do reator (1), Q. é a vazao de entrada (I/h), r é a

(VC) = Q:.Ce — 1V - Q,C (1)
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taxa de reacao (mg/l.h), Qs é a vazao de saida (I/h), C. é a concentracao de entrada do
elemento (mg/l) e t(h) é o tempo.

As fungbes C e V sao ambas dependentes do tempo, porém sem dependéncia uma
da outra. A variagdo de volume foi obtida usando as condigbes operacionais em trés
estagios (ver Tabela 1), para quatro reatores, conforme o experimento de [1], no qual o
abastecimento é feito em batelada. Foi utilizado esgoto sintético com demanda quimica de
oxigénio (DQO) de 400mg/l para abastecimento. O volume Ttil de todos os reatores é de
101, enquanto que o minimo é de 41. A vazao de entrada Q). (efluente) é constante até t;
e nula até ty (tempo final). O descarte de liquido (efluente) também ¢é feito em batelada,
com vazao nula até um tempo ¢ e vazao Qs constante até ¢y, sem descarte do lodo. Entre
os tempos t; e tg, o volume é constante, V,, = 10l. Essas condicoes operacionais sao
apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1: Condigoes operacionais dos reatores

Vo =4l,t, = 0,25h, t = 11,5h,t; = 12h, V, = 10l

Estdgios | Tempo (h) | Qc(I/h) | Qs(I/h) V(1)
I 0<t<t 24 0 V()= Vo + Qct
I t<t<ts 0 0 V() =V,
M |t <t<il; 0 12 [ V({t)=V,— Qs(t—t2)

3 Formulacoes para a taxa de reacao r

O termo de reagao da Equagao (1) tem sido considerado na literatura [3] predominante
como de 1* ordem, ou seja, proporcional a concentragdo presente (r constante). Essa
hipétese, no entanto, nao descreve adequadamente o comportamento da concentracao,
principalmente na segunda metade do ciclo, indicando que a concentragao tende a zero,
quando os dados mostram que h& residuo. A taxa de reacao depende basicamente da
espécie e quantidade de bactérias presentes no esgoto, a qual depende da relacdo morte-
reproducao, que é funcao do pH, da disponibilidade de alimento e da temperatura.

Os dados experimentais indicam que a taxa de reacao é maior na primeira metade do
ciclo, tendendo a zero na outra metade. Pode-se explicar esse comportamento, conside-
rando que as bactérias tendem a se alimentar e reproduzir com taxas maiores em ambientes
com alta disponibilidade de matéria organica, do que em ambientes sem alimentos. Além
disso, admite-se a ocorréncia de reagoes de ordem 0, 1 e 2, simultaneamente [3] o que
reforca a dependéncia da taxa de reacao em funcao da concentracao de matéria organica.

O modelo de mistura completa, descrito pela Equagao (1) nao considera o pH, nem a
temperatura, mas considera a disponibilidade de alimento, expressa como DQO. A andlise
geométrica dos dados experimentais sugere uma forte influéncia da DQO em 7, reforcando
a tese de que essa taxa nao seja constante. Neste trabalho foram testadas duas hipdteses
para a taxa de reacao variavel, r:
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H; Funcao polinomial: Supde a existéncia de reacoes de ordens 0, 1 e 2, e que a taxa
de reacao é proporcional a soma dessas reacoes; Hs Funcdo exponencial: Supoe que a
taxa varia proporcionalmente a concentragao presente (reacao de 1* ordem) porém com
um parametro varidavel exponencialmente com o tempo.

As formulagoes dessas hipéteses, substituidas na Equagao (1) sdo apresentadas pelas
Equacoes (2) e (3), respectivamente:

%(VC) = Q0. — (aC* +bC + )V — QsC (2)

Onde a(l/mg.h), b(1/h) e c(mg/h.l) sdo parametros reais positivos relativos as reagoes de
ordem 2, 1 e 0, respectivamente e

d

7(VCO) = QeCe — (A4e7"V +Q,)C (3)

Onde A(1/h), b(l/h) e ¢ (adimensional) sao parametros reais positivos.

4 Resolucao numérica e problema inverso (PI)

A equagao diferencial do modelo (Equagoes 2 e 3) é de primeira ordem, cujo dominio
tem trés estagios conforme descrito na Tabela 1, cada um com funcoes diferentes para
V(t), fato que apresenta algumas dificuldades para a implantagdo de solugoes analiticas.
A escolha de um método numérico de resolucao com minimo custo computacional é impor-
tante, visto que a solucao sera utilizada no Problema Inverso (PI). A funcao C(t) apresenta
forte crescimento no estagio I e abrupta mudanca dessa tendéncia ao passar para o estagio
II, exigindo malhas refinadas nos primeiros instantes do dominio. Os métodos numéricos
que usam derivadas tém problemas com fungoes dessa natureza, pois utilizam dados de
iteragoes anteriores, para calcular os valores das iteracoes seguintes. A resolucao numérica
das Equagoes (2) e (3) foi implementada pelo Método de Runge-Kutta de ordens 1 (equi-
valente ao Método de Euler),2 (Runge Kutta melhorado e modificado), 3 e 4, com h = At
constante ou variavel, para identificar um método e malha com menor tempo de execugao
computacional. Essa andlise aponta o Método de Euler com malha varidvel de 150 in-
tervalos como o mais indicado dentre os métodos pesquisados, considerando a precisao e
o tempo de execugdo. A determinagdo dos parametros das Equacoes (2) e (3) pode ser
obtida com a solucao do PI pelos Métodos de Newton, Levenberg-Marquardt, Algoritmos
Genéticos e outros. Neste trabalho, foi obtida pelo Método de Procura em Rede (MPR),
devido a simplicidade do algoritmo e auséncia de problemas de convergéncia. O referido
método consiste no seguinte algoritmo, adaptado para a determinacao de dois parametros:

1. Estimar intervalos de existéncia de solu¢do com os parametros p1 = [P1min, Plmaz] €
P2 = [meinaPZma:c}-

2. Dividir cada intervalo em n partes, com n + 1 pontos, obtendo dois vetores Py (7)
parai=1,2,..,n+ 1 e Pay(j), para j =1,2,..,n+ 1.
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3. Calcular C(t) com a Equagao (3), usando o par x = (p1(%), p2(j)) como parametros;
Calcular d = |C(tx) — Ce(tx)|, k = 1,2, ...,m, onde C, representa a concentragao
obtida por dados experimentas e m é nimero de dados experimentais;

4. Incrementar j e executar os passos 3 e 4, até j = n. Incrementar ¢, e executar os
passos 3 a 5, até j = n. Se ¢ = n, voltar para o passo 7.

5. Identificar o menor E;; e o par (p1(i), p2(j)) correspondente, entre os (n+1)? valores
calculados.

5 Resultados e discussoes

Nesta seccao sao comentadas a andlise da variacao de r, as aplicacoes dos métodos
numéricos e a eficiéncia do modelo na descricao do comportamento da DQO nos reatores.

5.1 Sobre a regularidade do termo de reagao

A Tabela 2 apresenta os parametros obtidos com o MPR para os dois modelos e os
quatro reatores. O parametro a do modelo polinomial foi claramente dominante sobre os
parametros b e ¢, pois apenas a sua variagao (refinamento da solu¢ao do PI) determinava
melhoramento do R?, independente da variacio de b e c. O MPR indica o sentido da
variacao do parametro na direcao do valor 6timo, que para os coeficientes b e ¢ tende a
zero. Isso nao significa que reagoes de ordem 0 e 1 nao ocorram. Significa apenas que o
parametro a é dominante sobre os demais, reduzindo o termo de reacao da hipétese H1 a:

r = aC?.
Tabela 2: Pardmetros de r(t), para os reatores R1, R2, R3 e R4
Reator R1 R2 R3 R4

Modelo Polinomial (Equagao (2))

a 0,0019 0,0058 0,00498 | 0,0058

b 0,00001 0,00001 0,00001 | 0,00001

¢ 0,00001 0,00001 0,00001 | 0,00001

R? 0,431 0,2951 0,573 0,804
Modelo Exponencial (Equacao (3))

A 4,16 11,6 34,78 12,8

b 2,42 3,1 4,17 3,10

¢ 0,29 0,38 0,212 0,275

R? 0,648 0,829 0,803 0,932

Os parametros do modelo exponencial sao significativos na conformagao da curva de
DBO. Pequenas variacoes de cada um dos trés, significam alteragoes substanciais no po-
sicionamento da curva e consequentemente no coeficiente de determinacdo R?. Uma se-
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melhanca entre os parametros de R2 e R4 pode ser observada, apenas devido aos valores
semelhantes de DQO, mesmo que a distribuicao ao longo do tempo seja bastante diferente.

Os valores de R? foram em geral, baixos para as duas hipéteses. Apenas o método
exponencial no R4 apresentou valor maio do que 0,9, o que é comum tratando-se de ex-
perimentos com coleta de dados manuais, provavelmente devido a: (1) A dispersao dos
dados experimentais principalmente no fim do estagio I e inicio do II. Nesse intervalo de
tempo se encontram as maiores diferencas entre as curvas geradas pelo modelo e os dados
experimentais, como pode ser observado na Figura 2. Como as medidas foram realizadas
na saida do reator, provavelmente a massa de entrada com alta concentracao, ainda nao
estivesse misturada com a massa de baixa concentragao, presente no interior do reator.
No modelo de mistura completa nao ha gradientes de concentracao internos; (2) Erros
de medida podem justificar as irregularidades das medidas no 2° estdgio, principalmente
nos reatores R2 e R3; (3) A dificuldade em modelar o gradiente ascendente do estagio
I e a estabilizagao do II foi maior no modelo polinomial do que no exponencial, como
mostram as Figuras 2. O modelo exponencial, modelou adequadamente a tendéncia de
estabilizacao do estégio II, em todos os reatores. O coeficiente determinacao desse método
é bem maior do que do método polinomial, evidenciando que aquele método, apesar de jus-
tificado empiricamente, é o mais adequado, dentre os métodos pesquisados, para modelar
o funcionamento do reator.

5.2 Sobre os métodos numéricos

O algoritmo MPR utilizou o Método de Euler aplicado em uma malha variavel de
150 pontos para a solucao do problema direto, mostrou-se eficiente na determinagao dos
parametros do problema, com tempo de execugao médio de 7 s, para 10 partigoes em
cada parametro. ExecugOes seguidas, com refinamento do intervalo de procura, foram
utilizadas para encontrar conjuntos de parametros, em que mesmo minimas variagoes (na
ordem de 1072, consideradas suficientes para o problema), nao melhoravam o coeficiente
de determinacdo. Outras solucdes com o mesmo R2, ou até superior, podem ser geradas,
pois trata-se de um método sub-étimo.

6 Consideracoes finais

O modelo exponencial mostrou-se mais adequado que o polinomial para a descricao
dos dados experimentais, principalmente porque é sensivel na descri¢ao do forte gradiente
da fase inicial do estagio II e a tendéncia de estabilizacao da concentracao, na segunda
metade do ciclo. A solugao obtida pelo MPR é sub-6tima, visto que podem existir solugoes
do PI fora do intervalo de procura, ou ainda aquelas obtidas com novos refinamentos.
Para problemas cuja ordem de grandeza dos parametros seja conhecida, esse método pode
dar resultados suficientemente precisos. Como o ntumero de execugoes do PD depende
do nidmero de divisdes e do de parametros, tem-se n? execucoes (sem os refinamentos),
tornando o método pouco competitivo, relativamente ao desempenho computacional. No
entanto, o método é apropriado para a solucao desse problema, devido a sua simplicidade
de implementacao computacional, inexisténcia de problemas de convergéncia e calculo de
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Figura 2: Variagao da DQO para as duas hipdteses, nos quatro reatores.

derivadas. A simulagdo do funcionamento de reatores dispostos em série, cada um com
um tipo de tratamento, é a direcado dos proximos trabalhos.
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