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Resumo. Neste trabalho, apresentamos uma versao do principio de invaridncia para uma
classe de sistemas dinamicos fuzzy que sao obtidas a partir de sistemas dinamicos deter-
ministicos, via principio da extensao de Zadeh, considerando apenas incertezas na condigao
inicial de um problema de valor inicial. A classe de sistemas dinamicos considerada neste
artigo sao aqueles modelados por equacoes diferenciais auténomas. Este resultado é uma
extensao do principio de invariancia classico para equagoes diferenciais ordindrias para a
classe de sistemas dinamicos fuzzy. Esta versao do principio de invariancia fuzzy é util para
estudar o comportamento assintético de solugoes e obter estimativas de atratores e regioes
de atracao de sistemas dinamicos fuzzy.
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1 Introducao

A teoria de sistemas dindmicos fuzzy aparece em diversas aplicacoes em engenha-
ria [2,3,7]. Existem vdrias interpretagdes de sistemas dinamicos fuzzy que estao re-
lacionadas com as diferentes formas de diferenciabilidade no contexto fuzzy, tais como a
H-diferenciabilidade adotada por Kaleva em 1987 [5] e a derivada de Hukuhara [9]. Ober-
guggenberger e Pittschamnn em 1999 determinam as solugoes fuzzy aplicando a extengao
de Zadeh sobre as solucoes deterministicas de sistemas dinamicos [8]. Para as equagoes
diferenciais auténomas & = f(x), as propriedades das solugoes fuzzy, via extensao de Za-
deh, considerando a condi¢ao inicial como sendo um conjunto fuzzy, foram apresentadas
em 2004 por Mizukoshi [7]. Estas solugoes satisfazem as propriedades de um semigrupo e
entao as solucoes podem ser caracterizadas como um fluxo sobre o conjunto formado pelos
subconjuntos fuzzy do espacgo de estados.

O Principio de Invariancia de LaSalle é uma das ferramentas mais importantes para
estudar o comportamento assintotico de solucoes de equacoes diferenciais sem a neces-
sidade de conhecer explicitamente as solugoes das equagoes diferenciais. Para isto, uma
funcao escalar auxiliar, muitas vezes denominada funcao de Lyapunov, é utilizada. Neste
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artigo, uma versao do Principio de Invariancia Fuzzy via exntensao de Zadeh serd desen-
volvida para uma classe de sistemas dinamicos Fuzzy com incertezas na condicao inicial
do Problema de Valor Inicial Fuzzy (PVIF). Além disso, aplicacoes deste resultado na
obtencao de estimavas de atratores e regides de atracao de sistemas dinamicos fuzzy sao
desenvolvidas.

2 Preliminares

Apresentaremos nesta secao conceitos fundamentais sobre a teoria fuzzy e sistemas
dinamicos fuzzy para melhor compreensao na Secao 3.

Considere P(X) o conjunto formado pelos subconjuntos de um conjunto X. Para
cada A € P(X) definimos a funcao caracteristica x4 : X — {0,1} de A por xa(z) =1 se
x € Aou—1sex ¢ A. Cada subconjunto fuzzy F' de X é caracterizado por uma fungao de
pertinéncia up : X — [0, 1], que associa para cada x € X o grau de pertinéncia up(z) de x
em F. A fungao de pertinéncia é uma generalizagao da funcao caracteristica. Sendo X um
conjunto nao vazio. Um subconjunto fuzzy F' de X é um subconjunto {(z, upr(x)) : x € X}
de X x [0,1] para alguma fungao up : X — [0, 1].

O conjunto formado por todos os subconjuntos fuzzy de X serd denotado por F(X).

Se A € P(X),isto é, A C X, entdo {(x,xa(x)) : z € X} é um subconjunto nao vazio
de X x[0,1]. O subconjunto A determina um subconjunto fuzzy de X que serd identificado
aqui, com abuso de notacao, por xa4. Para uma melhor distincao, o subconjunto fuzzy
x4 serd denominado aqui, como na lingua inglesa, um subconjunto crisp de X (que se
identifica como conjunto usual, no sentido cléssico).

Sendo um subconjunto fuzzy A em F(X) definimos, para cada o € (0, 1], o conjunto
[A]* C X como sendo o conjunto dos elementos de X tal que o grau de pertinéncia em A
¢ maior ou igual a a. O conjunto [A]* C X é denominado a-nivel de A e é definido por
[A]* ={z € X : pa(z) > a} para o € (0,1]. Além disso, O 0-nivel de um subconjunto

fuzzy A é definido por [A]° = U [A]* = supp(A) onde supp(A) ={z € X : pa(z) > 0}
ae(0,1]
é o suporte do subconjunto fuzzy A.
O principio da extensao de Zadeh se baseia em estender o dominio de uma aplicacao
f: X — Y para os subconjuntos fuzzy em F(X). Observe que para cada A C X, temos
que f(A) C Y. Agora, sendo A € F(X), ou seja, A é um subconjunto fuzzy X, entao a
maneira como a imagem se caracteriza é feita através do Principio da Extensao de Zadeh,
proposta em 1965, em que considera f: X — Y uma aplicagdo e A um subconjunto fuzzy
de X. A extensdo de Zadeh f : F(X) — F(Y) é a aplicacio cuja imagem f(A) tem a

funcao de pertinéncia Mf(A)(Z) = sup pa(z)se f71(z) # @ oulse f71(z) = @, onde
zef~1(2)
f~1(2) é a pré-imagem de z (ndo necessariamente a inversa).

2.1 O Subespago E£(X)

Adiante, iremos restringir a analise aos subconjuntos fuzzy de um conjunto X cujos
a-niveis sao subconjuntos compactos e nao vazios em X, isto é, £(X) := {A € F(X) :
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[A]* é compacto e nao vazio, Vo € [0, 1]}.

Os subconjuntos fuzzy que estao em £(X) serao denotados por letras mintisculas em
negrito para diferenciar dos elementos de X. Os subconjuntos, no sentido classico, do
conjunto £(X) serao representados aqui por letras maidsculas em negrito.

A seguir, iremos definir uma métrica sobre £(X) por meio da métrica de Hausdorff para
subconjuntos compactos de X. Seja entao K(X) o conjunto formado pelos subconjuntos
compactos nao vazios do espago métrico (X,d). Dados os conjuntos A e B em K(X),
a distancia entre os conjuntos é dada por: dist(A, B) = sug bigg d(a,b) [6]. Sendo os

a

conjuntos A, B € K£(X). A distancia de Hausdorff entre A e B ¢ definida por di (A, B) =
max{sup inf d(a,b),sup inf d(a,b)} = max {dist(A, B),dist(B, A)}.
acAbEB beB acA

Observe que (K(X),dp) é um espago métrico. Se (X, d) é um espago métrico completo
entdo (K(X),dy) também é um espago métrico completo [1]. A partir da definigao de
Hausdorff, definimos a métrica para o conjunto £(X), ou seja, dados u, v € £(X), dizemos
que a distancia, definida por do, entre u e v, é dada por doo(u,v) = sup dg([u]®, [v]%).

a€l0,1]
Agora, sendo os conjuntos A,B C &(U). A distancia entre A e B é definida por
dist(A, B) = sup inf ds(x,y). Também podemos dizer que o conjunto w é limitado

xcAycB
se, para quaisquer &,y € w, existe r > 0 tal que a distancia d(x,y) < 7.

Proposicao 2.1. [3/ Suponha que f: A C X =Y seja continua. Se u € E(X) € tal que
[u]* C A,Va € [0,1], entao [f(u)]* = f([u]*) para todo a € [0, 1].

O principio da extensao de Zadeh preserva algumas propriedades importantes, sendo
que a principal é a continuidade [3].

2.2 Problema de Valor Inicial Fuzzy via Extensao de Zadeh

Neste trabalho, denominaremos por sistema dinamico fuzzy, ou fluxo fuzzy, os sistemas
dinamicos definidos sobre o espago £(X), obtidos pelo principio da extensao de Zadeh de
solugoes deterministicas de equagoes diferenciais autonomas. Mizukoshi (2004) apresenta
diversas interpretacoes do problema de valor inicial e uma delas é via principio de extensao
de Zadeh, a qual iremos tratar aqui. Considere o problema de valor inicial deterministico
autonomo & = f(x(t));x(0) = x¢(1), onde f : U C R®™ — R"™ é uma funcao continua e
xo € R". Iremos admitir neste trabalho que as solugdes do sistema (1) existem para todo
t € R. Agora, considerando incerteza na condi¢ao inicial do sistema (1), temos o Problema
de Valor Inicial Fuzzy (PVIF) dado por & = f(x(t)); z(0) = x¢, onde xg € E(R™).

Definigao 2.1. Sejam U C R"™ aberto e xg € U. Dizemos que ¢ : E(U) = E(U),t €R é
uma solugao fuzzy para a Equagao (2) quando @t(X{xo}) = X{pt(z0)}> V20, onde @ : U = U
é a solugao da equagao (1).

Observa-se que, a partir da Defini¢ao 2.1, a solugao fuzzy coincide com a solu¢ao do
sistema (1) quando o conjunto xy é um conjunto “crisp”. Partindo da condicdo em que
o PVI possua solugoes e que possa ser estendido, entao para obter a solucao do PVIF
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com condic¢ao inicial fuzzy, o principio de extensao de Zadeh aplicado nessas solugoes de
problema deterministico mantém os resultados de existéncia e unicidade das solugoes do
problema de valor inicial original e entao considere ; : U — U um fluxo deterministico
do problema (1). Entao a extensao de Zadeh de ¢, ¢ : E(U) — E(U),t € R satisfaz as
seguintes condigoes: a) ¢o(xg) = xo; b) Prrs(xo) = @1 0 Ps(xp) para todo xy € E(U) e
t,s e R.

2.3 Orbitas, Conjuntos Limites e Conjuntos Invariantes

Os conceitos de érbita e conjunto limite definidos para fluxos fuzzy ¢; sao andlogos
aos conceitos definidos para fluxos em espagos métricos.

Uma érbita fuzzy (o) C £(U) de um estado inicial g € £(U) como sendo o subcon-
junto no espago de fase £(U) definido por ~(xo) = U Oe(xo) = {@e(xo) € EWU) : t € R}

teR
Sendo B C £(U). O conjunto w-limite fuzzy de B ¢é definido por w(B) = ﬂ U & (B).
s>0t>s
Por fim, w(B), B C U, o w-limite determinado pelo fluxo deterministico e consideremos o
conjunto w(B) C £(U) definido por w(B) = {x € £(U) : [x]° C w(B)}. [3].

Temos algumas propriedades de w(B) e w(B) e suas relagoes, ou seja, sendo w(A) e A
subconjuntos de U. O conjunto w(A) atrai A pelo fluxo deterministico ¢; se, e somente se,
w(A) atrai A ={x € E(U) : [x]° € A C U} pelo fluxo @; [3]. Assim, Como consequéncia
temos que Se [4(x0)]*, Vo € [0,1] é limitada para t > 0 pelo fluxo fuzzy entdo w([xo]?)
atrai ¢y = {x € E(U) : [2]° C [20]°}. Por fim, temos que se w(B) ¢ limitado entdo w(B)
¢é limitado.

Em 1998, Romén-Flores afirma que nao podemos garantir que o conjunto w(B) seja
um conjunto compacto [11]. Entretanto w(B) é um conjunto compacto, entao, o conjunto
w(B) é fechado e limitado [3].

A partir do conjunto B C U, podemos definir o conjunto B C £(U) da seguinte
maneira: B := {x € £(U) : [#]° € B C U}. Com esta relagio entre os conjuntos B e
B, ¢ interessante observar também a relacao entre os conjuntos w(B) e w(B) em que o
conjunto w(B) estd contido em w(B), ou seja, w(B) C w(B) [10]. Nao podemos afirmar
nada a respeito da inclusdo w(B) C w(B).

Apresentamos o conceito de conjuntos invariantes para o fluxo fuzzy, em que um con-
junto S C £(U) é dito ser invariante (positivamente invariante) pelo fluxo ¢ se ¢+(S) =S
para todo t € R (¢t > 0). Outros resultados podem ser encontrados em [10].

H4 equivaléncias entre os conjuntos S e S, sendo S C U um conjunto invariante pelo
fluxo deterministico e considerando o conjunto S C £(U) definido por S = {x € £(U) :
[]° C S}, entdo S é invariante para ¢; se, e somente se, S é invariante para o fluxo ¢; [3]

O resultado anterior é fundamental, pois pela extensao de Zadeh de um fluxo deter-
ministico, conseguimos obter conjuntos invariantes para o fluxo fuzzy. Temos a seguinte
relacdo entre o w-limite w(B) e w(B): o conjunto w(B), B C U, é invariante por ¢; se, e
somente se, o conjunto w(B) é invariante pelo fluxo fuzzy ¢;. [3]
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3 Principio de Invariancia Fuzzy

Uma versao do principio de invariancia para a classe de sistemas dinamicos fuzzy é
apresentada nesta secao. Este resultado é uma extensao do principio de invariancia classico
para essa classe de sistemas fuzzy [10].

Consideramos aqui um sistema com equacoOes diferencais autonomas, onde temos in-
certezas apenas na condigao inicial (PVIF via extensao de Zadeh). Apresentamos a seguir
um principio de invariancia que é a versao global do resultado apresentado em [10].

Teorema 1 (Principio de Invariancia Fuzzy). Considere o sistema (2) e sejam V' : R — R
e f:R" = R" fungées de classe C'. Sejam V : E(R") — ER) e Vv E(R™) — E(R)
as extensoes de Zadeh de V e V, respectivamente. Admita que [{/(:13)]“ C (—00,0],Vx €
E(R™),Va € [0,1] e defina E := {x € E(R") : ‘}(w) = {0}}. Seja B o maior conjunto
invariante contido em E. Entao toda solugdo fuzzy ¢y limitada para t > 0 de & = f(x)
converge para B quando t — oo.

Demonstracao. Seja ¢ (o) a solugao fuzzy limitada para t > 0 e seja w([xo]®) o conjunto
w-limite. Seja y € [xo]®. Sabemos que w(y) C w([xo]®) é ndo vazio. Como V é decrescente
e V(gi(y)) ¢é limitada inferiormente, entdo V(¢:(y)) — v(y) € R quando t — co. Como
V(¢i(y)) tende para w(y) entao da continuidade da V' temos que V(z) = V(y),Vz € w(y).
Da invaridncia de w(y), V(z) = 0,V € w(y) e por y ser arbitrario, entdo V(z) = 0,Vz €
w([xo]®). Tome x € w([xo]*). Pela Definicao ?? temos que [x]* C w([xo]®),Va € [0,1]
e pela Proposicao 2.1 temos que [V (x)]* = V([x]*),Vz € w([zo]*),Ya € [0,1], entdo
V([z]*) = {0}, pois [x]* C w([xg]*). Logo & € E e w([xo]®) C E. Portanto, podemos
afirmar que w([xz]?) atrai @(xo), isto é, ¢r(xo) — w([zo]*) C B quando t — oo. O

O exemplo a seguir ilustra o Teorema 1.

Exemplo 1. [4] Considere a equagio diferencial de sequnda ordem ? +2az + 2z + 23 = 0,
onde a € (0,1). O sistema pode ser descrito pela sequinte equacao diferencial: & = y;y =
—x — 2ay — 23(3).

Note que a origem z, = 0 é o tnico ponto de equilibrio para ¢;. Entao, a origem,
xe = X{o} ¢ um ponto de equilibrio para ¢ [10]. Pode-se notar que para a = 0 temos
oy x|
5 + I H4 uma perda de

energia quando a > 0 e portanto obtemos V dado por V(z,y) = —2ay? < 0,Vz,y,Ya > 0.
Como V(z,y) — +oo quando ||z||, ||y|| = +oo entdo V' é radialmente ilimitada e como
V(z,y) <0 entdo V é uma funcdo decrescente. Assim, pela extensao de Zadeh, podemos

um sistema conservativo com a fungao energia: V(z,y) =

dizer que V é radialmente ilimitada e que V([&]*) C (—o0,0],Ya € (0,1] e portanto o
conjunto €2, é limitado para qualquer L > 0. Definindo o conjunto E := {x € E(R") :
x = {0}}, temos que todas as hipdteses do Teorema estao satisfeitas e portanto as solugoes
tendem para o maior conjunto invariante B contido em E. Como a origem é o maior
conjunto invariante, entao as solucoes tendem para origem quando ¢ — co.

A Figura 1 apresenta a projegao da solucao fuzzy ¢ (o) no espago de fase.
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Figura 1: Estimativa do atrator global do sistema (3). A trajetéria representa a evolugao da
projegao de @¢(xg)). As regides mais escuras representam posigoes com maior valor de funcao de
pertinéncia.

A Figura 2 apresenta a projecao da solucao fuzzy ¢(xo) para tempos diferentes (t = 0
at=20).

=005 2 =045 2 =140

=00 i=1280 2 £=20.00

Figura 2: A trajetéria representa a evolucao da projecao de @ (xo) em tempos diferentes. Os
tempos capturados sao t = 0.05,¢t = 0.45,t = 1.90,¢t = 2.95,t = 4.05,¢t = 5.50,t = 9.60,¢ = 12.80 e
t = 20.00, onde a evolucao tende para a origem.

4 Conclusoes

Uma versao global do principio de invariancia para a classe de sistemas dinamicos
fuzzy foi provada neste artigo. O objetivo principal desta versao global do principio
de invariancia fuzzy ¢é estimar atratores e regiao de estabilidade para classe de sistemas
dinamicos fuzzy, com incertezas apenas na condi¢ao inicial de um PVIF.
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