Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

Trabalho apresentado no XXXVII CNMAC, S.J. dos Campos - SP, 2017.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Modelo de Solow com Memodria

Joao Plinio Juchem Neto!

Centro de Tecnologia de Alegrete, UNIPAMPA, Alegrete, RS
Celso Nobre da Fonseca?

Centro de Tecnologia de Alegrete, UNIPAMPA, Alegrete, RS

Resumo. Neste trabalho propomos uma generalizagao do modelo de crescimento econémico
de Solow, com a introdugao de efeitos de memoria do tipo lei de poténcia, através da deri-
vada fraciondria de Caputo de ordem néo-inteira « > 0. Através de simulagdoes numéricas,
utilizando um método hibrido e um método preditor-corretor PECE para equagdes diferen-
ciais fraciondrias, mostramos que: para 0 < o < 1, o efeito memoria faz com que o capital
per capita dado pelo modelo modificado convirja para seu estado estaciondrio com uma ve-
locidade menor do que o modelo de Solow tradicional (« = 1); jd para o > 1, sua introdugao
implica em uma convergéncia mais rapida. Como o modelo de Solow tradicional costuma
superestimar a velocidade de convergéncia de uma economia para seu estado estaciondrio,
quando comparado com dados empiricos, os resultados obtidos aqui sugerem que o modelo
de Solow com efeitos de memoria, considerando 0 < « < 1, poderia ser utilizado para melhor
explicar e descrever as velocidades de convergéncia observadas na realidade.
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1 Introducao

Recentemente o conceito de derivadas de ordem nao-inteira tem sido aplicado em mo-
delos econdmicos de crescimento natural [10,12], modelos logisticos [4,13] e em defini¢oes
alternativas de elasticidade [11], de forma a generalizé-los no sentido de incorporarem efei-
tos de memoria. Tais efeitos de memoria capturam o fato de que o valor das varidveis
de um sistema dinamico em um dado instante do tempo também depende do valor des-
tas varidveis em instantes anteriores. Para tanto, a definicao de derivada fraciondria de
Caputo tem sido utilizada para modelar processos com meméria de longo prazo seguindo
uma lei de poténcia [2,10].

Seguindo esta linha, neste trabalho propomos a introdugao deste tipo de meméria no
modelo de crescimento econémico de Solow [1,7,8], utilizando a derivada fracionaria de
Caputo. Uma caracteristica do modelo de Solow tradicional, sem memoria, é que ele cos-
tuma apresentar velocidades de convergéncia ao estado estacionario do capital per capita
maiores do que os observados empiricamente [1]. Sendo assim, iremos ilustrar numeri-
camente o comportamento dindmico deste modelo com memdéria, utilizando um método
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numérico hibrido [9] e um método preditor-corretor PECE para equagoes diferenciais fra-
ciondrias (FracPECE) [3], comparando os resultados obtidos com o modelo tradicional e
verificando, qualitativamente, as diferencas apresentadas nas velocidades de convergéncia.
Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: na Segdo 2 abordamos o modelo
de Solow tradicional e procedemos a sua generalizacao com a introdugao de efeitos de
memoria; na Se¢do 3 discutimos o método numérico hibrido utilizado na simulagao do
modelo; na Secao 4 apresentamos e discutimos os resultados obtidos com a aplicagdo dos
métodos hibrido e FracPECE; e por fim, na Secao 5, finalizamos com as conclusoes.

2 Modelo de Solow Tradicional e com Memodria

O modelo de crescimento econémico de Solow descreve a evolugao temporal do estoque
de capital, K(t) > 0, e de mao-de-obra, L(t) > 0, em uma economia. Matematicamente,
este modelo é dado pelo seguinte sistema nao-linear de equagoes diferenciais ordinarias:

K = sAK®L'™% — 6K (1a)

L=nL (1b)

sendo 0 < s < 1 a taxa de poupanca da economia, A > 0 um fator tecnolégico, aqui
considerado constante, 0 < ¢ < 1 a intensividade do uso do capital no processo produtivo,
0 < <1 a taxa de depreciagdo do capital e 0 < n < 1 a taxa de crescimento da mao-
de-obra. Nesta formulagao do modelo estamos considerando uma funcao de producgao
de Cobb-Douglas. O estoque inicial de capital, K(0) = Ky > 0, e de mao-de-obra,
L(0) = Ly > 0, fornecem as condigoes iniciais para este sistema. Observe que a equagao
(la) informa que a taxa de variagdo do capital é igual ao investimento liquido da eco-
nomia no instante atual, I(t) = sAK(t)?L(t)'=% — §K(t), e que (1b) diz que a taxa
de variagao da mao-de-obra é proporcional & mao-de-obra atual, L(t), o que implica em
um crescimento exponencial para a mesma. E possivel mostrar que este modelo possui

K(t)

solucao fechada, que o capital per capita, k(t) = T(f)» converge para o estado estacionario

1
koo = limy_s100 k(t) = (;f&) % ¢ que neste estado estaciondrio K (t) e L(t) crescem A
taxa constante do crescimento da mao-de-obra, n (ver capitulo 1 de [1]).

A fim de introduzir no modelo de Solow tradicional (1a)-(1b) um efeito de meméria
do tipo lei de poténcia, seguiremos a metodologia proposta em [10,12]. Para tanto, uti-
lizaremos a derivada fraciondria de Caputo a esquerda de ordem nao-inteira «, a qual é

definida pela integral:

t (n)T
(DE. 1)) = 1 )/0( ) e n1<a<n ()

(n—« t —r)a—ntl
onde T'(:) é a funcdo gama e n = [«], sendo [-] a fungao teto. Se o = n € N, entao

definimos (D§, f)(t) = f™(t), que é a derivada de ordem inteira n tradicional. Sendo
assim, a generalizagdo do modelo de Solow, levando em conta efeitos de memoria de ordem
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3

a > 0, é dada pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais fracionérias:
(D§, K)(t) = sAK°L'™% — 6K (3a)
(D L)(t) =nL (3b)

Se o =1 em (3a)-(3b), o modelo de Solow tradicional sem efeitos de meméria, (1a)-(1b),
¢ recuperado. Para 0 < a < 1ea > 1, (Df,f)(t) se torna no operador nao-local dado
pela integral (2), o qual leva em consideracao o estado do sistema em todos os instantes
anteriores ao momento atual ¢, considerando uma memoria na forma da lei de poténcia
(t—r)otr=l o< 7 <t

3 Método Numérico Hibrido

Chamamos de solu¢ao numérica de uma equacgao diferencial ordinaria ao procedimento
empregado no calculo de uma estimativa associada a um conjunto de pontos discretos, so-
lucionado de forma incremental, de passo h, comecando em um ponto ¢ty para o qual um
valor inicial yg = y(tg) é fornecido. Em seguida, usando a solu¢do no primeiro ponto,
determina-se a solucao y; para um segundo ponto proximo t; = to + h e assim sucessiva-
mente até a determinagado do valor numérico da funcao no ultimo ponto de uma malha de
tamanho N que tem top <t < ty.

Os operadores derivada de Grunwald Letnikov e de Riemmann-Liouville sao equiva-
lentes, segundo [9], para uma classe de fungoes continuas até ordem de derivada « nao-
inteiro. Dado um valor inteiro n = [«], consideremos a equagao diferencial fracionaria
(DSy)(t) = F(t,y(t)), t > a, no problema de valor inicial (4):

4
W:y(() , k=0,1,2...n—1 (4)

Segundo [9], sua solugao pode ser aproximada por:

N

y(t) = ROF(t,y(t)) = ) cRy(t — kh), N >n. (5)
k=1

Para a equagao diferencial (D, y)(t) = F(t,y(t)) com problema de valor inicial, uma
aproximacgao numeérica de sua solucao pode ser determinada a partir da seguinte expressao

recursiva:
— (() 1 = Qit1,i+1
Yir1 = Z T <kzzo al,l+1F(tl,yz)> + WF(tiayi) ; (6)
onde:
st (T = (i = )i+ 1)), se 1l =0
i1 = 4 ey (=142 4+ (=D =2(0 =1+ 1)°F) se 1 <1< (7)

h* _
m, Sel—l+1
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J& um método um pouco mais demorado algoritmicamente, mas mais preciso, conhe-
cido como método hibrido, pode ser utilizado para obter solugcoes de problemas de valor
inicial. Para fungoes continuas, segundo a derivada fracionaria de Caputo [9], a seguinte
expressao pode ser usada na aproximacao numérica da solucao de (4):

n—1 (k) n—1
Z Yo 1 Z @it1,i+1 N
i = F t ) F ti’ 1)

onde y; é determinado pela expressao:

- (
Vig1 = ZZL (o) <Zbkz+1F(tkayk)>’ 9)
0

sendo:
(7

briss = (i 1K) = (= ])°) (10)

A partir deste ponto, um algoritmo proposto por [9] pode ser usado para o método
hibrido, a fim de aproximar a solugao de (4). Neste algoritmo é usada a expressao (8)
e gerada um conjunto C' = {yo,y1....ym} com as m primeiras solugdes numéricas de (4).
A partir de y,,, entdo, usa-se a equacao (11), também recursiva, para gerar um con-
junto R = {ym+1..--yn—1} de solucodes, as quais unidas, formam sua solu¢do numérica
S ={vyo,y2--Ym, Ym+1-.--Yyn—1}, para uma malha de tamanho N.

’—Oé-lfl y(()k?)tk 10( i+1
y(i+1) = h*(F(t;, y;) + Z Tk + fr_ ) ch Yikt1 - (11)
k=0

onde C} é dado pela seguinte funcao recursiva:

0 =1 sek=0
o 1 atlyia - (12)
w = )Gy, se k>

Este método hibrido (8)-(12) sera utilizado na resolu¢ao numérica do sistema (3a)-(3b).

4 Discussao dos Resultados

Com o intuito de ilustrar o comportamento dinamico do modelo de Solow com meméria,
implementamos no MATLAB o método numérico hibrido apresentado acima na resolucao
do sistema (3a)-(3b), considerando os parametros s = 0.2, A = 1, ¢ = 0.5, § = 0.05,
n = 0.02 e as condigoes iniciais normalizadas Kg = Lg = 1. Na Figura 1 apresentamos
os resultados desta simulagao para a evolugao do estoque de capital (grafico a esquerda)
e da mao-de-obra (grafico a direita) até o tempo 7" = 100, considerando varios valores
de a. Em ambos gréficos, a linha preta indica a solu¢cdo do modelo de Solow tradicional,
quando o = 1. Para tempos grandes, podemos observar que, para a < 1, quanto menor c,
mais lento é o crescimento tanto do capital, quanto da mao-de-obra, quando comparados
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ao modelo tradicional. Ja quando o > 1, quanto maior «, mais rapido é o crescimento.
E interessante observar que, para tempos pequenos, proximos de t = 0, esta dependéncia
da taxa de crescimento em relagao ao parametro « se inverte. Tal impacto do pardmetro
de memdria a no crescimento de longo prazo das varidveis é similar ao obtido em [10]
para o modelo linear de crescimento natural, onde é apresentada a analogia com a difusao
anomala observada em certos fenomeno fisicos: 0 < a < 1 implica em um comportamento
subdifusivo do sistema e a > 1 em um comportamento superdifusivo [6].

—a=0.2

a=0.4
5| | ——0=0.6 Pid e ‘
0=0.8

Figura 1: Evolugdo do estoque de capital (esquerda) e de mao-de-obra (direita).

Como ¢é mais usual na literatura econémica, na Figura 2 apresentamos a evolugao do
capital per capita até o tempo T = 1000. Note que, para o conjunto de parametros
utilizados, o estado estaciondrio do capital per capita do modelo de Solow é igual a
koo = (20/7)? ~ 8.16. Nesta figura podemos observar que o modelo de Solow com memoria
também apresenta convergéncia para este mesmo estado estacionario, porém apresentando
velocidades de convergéncia diferentes do modelo sem memoria: para 0 < o < 1, a con-
vergéncia é mais lenta quanto menor for o valor de «; ja para a > 1, a convergéncia é
mais rapida quanto maior for o seu valor, inclusive apresentando overshooting para valores
maiores de . Sendo assim, o modelo de Solow considerando o parametro de memoéria «
entre 0 e 1 poderia ser utilizado para explicar as menores velocidades de convergéncia ao
estado estacionario do capital per capita verificadas empiricamente.

Por fim, na Figura 3, comparamos os resultados obtidos acima com o método numérico
preditor-corretor PECE para equacoes diferenciais fracionarias (FracPECE). Este método
foi proposto em [3] e sua implementacao em MATLAB pode ser encontrada em [5]. Aqui
consideramos apenas 0 < a < 1, ji que este método s6 apresenta convergéncia para
esta faixa de valores de a. Como podemos ver no grafico, o método FracPECE valida
razoavelmente os resultados obtidos com o método hibrido implementado neste trabalho
para estes valores de a.

5 Conclusoes

Neste trabalho introduzimos efeitos de memoria do tipo lei de poténcia no modelo de
crescimento economico de Solow, utilizando a derivada fracionaria de Caputo de ordem
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Figura 2: Evolucdo do capital per capita utilizando o método hibrido.
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Figura 3: Comparagao do método hibrido (linhas sélidas) e FracPECE para 0 < o < 1.

nao-inteira o > 0. Através da implementacao de um método numérico hibrido mostramos
que para 0 < a < 1, o efeito memoria faz com que o capital per capita dado pelo modelo
modificado convirja para seu estado estaciondrio com uma velocidade menor do que o
modelo de Solow tradicional (« = 1), enquanto que para « > 1, sua introdugao implica
em uma convergéncia mais rdpida. Além disso, para 0 < a < 1, validamos estes resultados
utilizando um método preditor-corretor PECE para equagoes diferenciais fracionérias.
Os resultados obtidos sugerem que o modelo de Solow com efeitos de memoria pro-
posto neste trabalho, considerando « entre 0 e 1, poderia ser utilizado para explicar as
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velocidades de convergéncia do capital per capita ao estado estaciondrio observadas na re-
alidade, ja que o modelo de Solow tradicional costuma superestimar estas velocidades. Por
fim, em trabalhos futuros pretendemos estimar empiricamente valores para o parametro
«, considerando dados de crescimento de economias de diferentes paises.
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