Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

Trabalho apresentado no XXXVII CNMAC, S.J. dos Campos - SP, 2017.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Sobre Inclusoes Dinamicas em Escalas Temporais

Iguer Luis Domini dos Santos!
Departamento de Mateméatica, UNESP, Ilha Solteira, SP

Resumo. No presente trabalho consideramos inclusoes dinamicas em escalas temporais
cujos campos vetoriais podem ser ilimitados. Entao, fazendo uso de propriedades de teoria
da medida e de multifungoes, provamos um resultado de existéncia de solugoes.
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1 Introducao

O estudo de inclusoes dinamicas em escalas temporais pode ser encontrado, por exem-
plo, em [1,2,4-6,9]. Uma escala temporal é um subconjunto fechado e nao-vazio de nimeros
reais. Aqui usamos uma escala temporal limitada T, onde a = minT e b = max T s&o tais
que a < b.

Neste trabalho, nés provamos um resultado de existéncia de solugoes para inclusoes
dindmicas em escalas temporais cujos campos vetoriais podem ser ilimitados. O resultado
é obtido de modo similar ao teorema | [7], Theorem 2.2]. Entretanto, diferente de [7], nds
supomos que os campos vetoriais das inclusées dinamicas sao Lipschitz mensurdveis.

2 Preliminares

Conceitos e resultados basicos da teoria de escalas temporais podem ser encontrados
em [9] e [10].

2.1 Integracao em escalas temporais

Se A C R, defina o conjunto Ay como Ar = AN T. Denote por A a familia de
subconjuntos A-mensuraveis de T.

Denotamos o conjunto de fungoes f : T — R que sdo A-integraveis sobre E por L;(E).
L1(E,R™) denotard o conjunto de fungoes f : T — R™ que sao A-integraveis sobre E.

Denote por B™ a U—Algebra de Borel de R™ e por A x B™ a U—Algebra produto entre
AeB™.

Os teoremas 2.1 e 2.2 dados abaixo sao obtidos de modo anédlogo aos teoremas | [3],
Théoreme IV.8] e [ [3], Théoreme IV.9], respectivamente.
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Teorema 2.1. Li([a,b)T,R™) é um espago de Banach.

Teorema 2.2. Sejam {f;} uma sequéncia em Li([a,b)T,R™) e f € Li([a,b)T,R"™) tais que

1= flh = / 1i(s) — f(s)]|As — 0.

)

Entao existe uma subsequéncia {f;,,} satisfazendo
(i) fin(t) = f(t) para A-q.t.p. t € [a,b)r;
(ii) || i (Ol < h(t), ¥V m e para A-q.t.p. t € [a,b), onde h € Li([a,b)T,R").
Usando [ [9], Proposition 4] obtemos o lema 2.1 abaixo.

Lema 2.1. Considere g € L1([a,b)T) satisfazendo

/ g(s)As =0
[C,d)']r

para cada c,d € T tal que ¢ < d. Entdo g(t) =0 A-q.t.p. t € [a,b)T.
Corolario 2.1. Seja v € L1([a,b)r,R") tal que

/ v(s)As =0
[avt)T
para todo t € T. Entdo v(t) =0 A-q.t.p. t € [a,b)r.

2.2 Funcgoes absolutamente continuas em escalas temporais

A definicdo de uma funcao f : T — R™ absolutamente continua pode ser encontrada
em [9].

Neste trabalho usaremos o teorema | [9], Theorem 5].

Uma fungao f: T — R™ é um arco se for absolutamente continua.

Temos o seguinte resultado sobre funcoes absolutamente continuas em escalas tempo-
rais.

Lema 2.2. Sev € Li([a,b)T,R") e zy € R", entdo a fun¢ao z : T — R"™ dada por
2(t) = zo + / v(s)As
[(l,t)ﬂ*
€ um arco. Além disso,
At =v(t) A—qtp. telab)r.
Demonstragao. De | [9], Proposition 2] a fun¢ao z é um arco. Do corolario 2.1 segue que
)=o) A—qtp. telabr

e a prova estd completa. O
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3 Propriedades de Multifungoes

Nesta secao consideramos resultados envolvendo multifuncoes. Tais resultados serao
necessarios para a obtencao de solugoes para inclusées dinamicas em escalas temporais. Os
correspondentes resultados para a obtencao de solucdes para inclusoes diferenciais, podem
ser encontrados em [8].

Seja (2, F) um espago mensuravel. Uma multifungao E : Q ~» R™ é dita ser F-
mensuravel se o conjunto

E'V)={zcQ:E(x)nV # 0}

for F-mensuravel para todo conjunto compacto V C R™.

Uma multifuncao E é dita ser fechada ou nao-vazia quando sua imagem E(z) satisfaz
a requerida propriedade para cada ponto x € 2.

Considere uma fungéo ¢ : T x R™ — R™. Dizemos que ¢ é uma A-fungdao de Ca-
rathéodory se satisfizer as seguintes propriedades:

(i) para cada t € T, a fungao = — ¢(¢,x) é continua.
(ii) para cada x € R™, a funcao t — ¢(t,x) é A-mensuravel.

De modo andlogo a prova da proposicao [ [10], Proposition 3.3], nés obtemos a seguinte
proposicao.

Proposicao 3.1. Seja F' : T x R™ ~» R™ uma multifuncdo A x B™-mensurdvel e u : T —
R™ uma funcdo A-mensurdvel. Entdo a multifuncdo G : T ~» R™ definida por

G(t) = F(t,u(t))
€ A-mensurdvel.
Temos também a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2. Considere uma A-funcdo de Carathéodory ¢ : T x R — R e uma
multifuncao H : T ~~» R™ A-mensurdvel, nao-vazia e fechada. Suponha que para cada
t €T existau € H(t) tal que ¢(t,u) = 0. Entdo a multifuncao G : T ~» R"™ dada por

G(t) = {u € H(t) : d(t,u) = 0}
tem uma selecao A-mensurdvel.

Considere uma multifungao F' : T x R™ ~» R™. Dizemos que F' satisfaz as hipéteses
(H1) e (H2) se

(H1) F é uma multifungao nao-vazia, fechada e A x B"-mensurdvel.

(H2) F é Lipschitz mensurdvel de posto k, isto é, existe uma fungao k : T — [0,00) em
Li(Ja,b)T) tal que para cada t € T,

F(t,z) C F(t,y) + k(t)lly — (| B

para todo x,y em R™, onde B é a bola unitaria fechada.
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Note que as hipdteses (H1) e (H2) implicam que o grafico da multifungao F(t,.) (Gr
F(t,.)) é um conjunto fechado para cada t € T.
Definimos a funcao p: T x R" x R” — [0, 0c0) por

p(t, z,v) == inf{|lv —y|:y € F(t,z)}.
Em analogia com [ [8], Lemma 2C.3], temos o seguinte lema.

Lema 3.1. Seja F : TxR"™ ~» R™ uma multifun¢do satisfazendo as hipdteses (H1) e (H2).
Entao

(i) a fungao t — p(t,x,v) é A-mensurdvel para cada (x,v) em R™ x R™.
(i1) para qualquer t em T, e quaisquer x1,x2,v1,v2 em R"™, tem-se
p(t, x1,01) — p(t, @2, v2)| < k(t)[|lz1 — @2l + [lvr — v

Finalmente, consideramos o lema 3.2 abaixo, que pode ser facilmente obtido da pro-
posicao 3.2 e lema 3.1.

Lema 3.2. Seja F : TXR"™ ~» R™ uma multifun¢dao satisfazendo as hipdteses (H1) e (H2).
Sex: T — R"™ € um arco, entdo a multifuncao

t s {u € Ft,a(t) : u—22@)| - plt,z(t), 22 (¢)) = 0}

tem uma selecdo A-mensurdvel.

4 Resultado Principal

Aqui nés obtemos a existéncia de solugoes para inclusoes dinamicas em escalas tem-
porais cujos campos vetoriais podem ser ilimitados.
Considere a inclusao dinamica

a2 e F(t,x) (1)
com a condicao inicial
z(a) = xp. (2)
O teorema 4.1 afirma a existéncia de pelo menos uma solugao para as equagoes (1) e (2)
em algum intervalo [a, T)T.

A prova do lema 4.1 dado abaixo segue as mesmas linhas da prova do lema [ [7], Lemma
2.1].

Lema 4.1. Considere o sequinte sistema recursivo de desigualdades:
Tntl < &ntns Sn=6K; 1o >0,

onde Kk € um parametro nao-negativo. Suponha que §& < X para algum A € (0,1). Seja
(rn, &) uma solugdo correspondente do sistema recursivo. Entao

o

D < n
"1 =N

n=1
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Teorema 4.1. Seja F : T x R™ ~» R" wma multifuncdo que satisfaz as hipdteses (H1)
e (H2). Considere um arco x : T — R™ tal que z(a) = xo. Suponha que a fungdo
t e p(t,z(t), 22 (t)) seja Lebesgue A-integrdvel sobre [a,b)r e defina

rl(t):/[ ) p(s,x(s),xA(s))As

a(t) = /[ L HOA ) = w0

Suponha que o(a) = a. Seja T € (a,b]r tal que k = k(1) < X para algum X € (0,1). Entao
existe pelo menos uma solugdo y(t) para as equagoes (1) e (2) sobre [a, 7). Além disso,

[ - ytelas <
[avT)T

(3)

1

Demonstragdo. Primeiro nés construimos indutivamente uma sequéncia {x,} de arcos
tal que ||z, — ylloo — 0 e |25 — y?|l1 — 0, onde y(t) é uma solugio desejada. Sejam
xo(t) = x(t) e vo(t) = 22(t). Se z; e v; ji foram determinados para i = 0, ..., n, entdo nés
definimos

ra(®)= [ pls,za(s)0n(s)As i (t) = w()
[avt)T
J& 41 € vp41 sdo determinados como segue:

Unt1(t) € F(t,2n(1),  [[ont1(t) — o ()| = p(t, 20(t), vn (1))

Tpi1(t) = xo + / Un+1(8)As.
[avt)ﬂ’

Por (H2), para cada n > 1 temos

= k(t)rp(t) < ro(T)k(t)

para A-q.t.p. t € [a,T)r. Integrando a desigualdade, obtemos

rua () < ralr) [

[avt)']l’

k(s)As < T‘n(T)/ k(s)As = ry(7)k(T).

[avT)T

Se rp, = 1p(7) € & = &n(T) = K, obtemos

Tn+l < Tk
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Usando o lema 4.1 nés conluimos que

[e.e] Tl
Zrng T

n=1

Sendo
Fag1 = / 1221 (s) — 22(s)] As
a,T)T

segue que {5} é uma sequéncia de Cauchy em L1 ([a, 7)1, R"). Entdo existe u € Li([a, 7)r, R")
satisfazendo |25 — u; — 0. Assim, se

y(t) = xo +/ u(s)As
[a"t)']l“

temos que

onl®) = w10 = | /[, (2060 = uls) ) s

<)
[a,t)']r

Tn yH <

[ee]

22 (s) —u(s)||As < |22 —u

1
e dessa forma

A
n —Uu

1
Portanto ||z, — y|/cc — 0.

Do teorema 2.2 existe uma subsequéncia de {5}, ndo reindexamos, tal que 25 (t) —
u(t) para A-q.t.p. t € [a,T)T.

Tome ¢ € [a, )7 tal que y2(t) = u(t), 25, (t) = vot1(t) e 25 (t) = u(t). Como

(za(t), 25,1 (t)) € Gr F(t,.)
e Gr F(t,.) é um conjunto fechado, segue que
(y(t),y> (1)) € Gr F(t,.).

Assim y(t) é uma solugao para as equagoes (1) e (2) em [a, 7).
Finalmente, nés obtemos a estimativa dada em (3). Para cada n > 0, temos

Ty — 20| < oy —ap|| 4+ |laf - 2B
1 1 1
[e.e]
T
=Tpt1+ o+ SZWS -\
i=1
Temos também que
A A A A A _ A
Tpy1 — T _‘y - < || Tng1 — Y = ||Tpy1 — U
1 1 1 1
e entdo [|lz5,, — 2|1 — ||y® — 2|1 Portanto nés obtemos (3). O
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