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Resumo. No presente trabalho consideramos inclusões dinâmicas em escalas temporais
cujos campos vetoriais podem ser ilimitados. Então, fazendo uso de propriedades de teoria
da medida e de multifunções, provamos um resultado de existência de soluções.
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1 Introdução

O estudo de inclusões dinâmicas em escalas temporais pode ser encontrado, por exem-
plo, em [1,2,4–6,9]. Uma escala temporal é um subconjunto fechado e não-vazio de números
reais. Aqui usamos uma escala temporal limitada T, onde a = minT e b = maxT são tais
que a < b.

Neste trabalho, nós provamos um resultado de existência de soluções para inclusões
dinâmicas em escalas temporais cujos campos vetoriais podem ser ilimitados. O resultado
é obtido de modo similar ao teorema [ [7], Theorem 2.2]. Entretanto, diferente de [7], nós
supomos que os campos vetoriais das inclusões dinâmicas são Lipschitz mensuráveis.

2 Preliminares

Conceitos e resultados básicos da teoria de escalas temporais podem ser encontrados
em [9] e [10].

2.1 Integração em escalas temporais

Se A ⊂ R, defina o conjunto AT como AT = A ∩ T. Denote por ∆ a famı́lia de
subconjuntos ∆-mensuráveis de T.

Denotamos o conjunto de funções f : T→ R que são ∆-integráveis sobre E por L1(E).
L1(E,Rn) denotará o conjunto de funções f : T→ Rn que são ∆-integráveis sobre E.

Denote por Bm a σ-Álgebra de Borel de Rm e por ∆×Bm a σ-Álgebra produto entre
∆ e Bm.

Os teoremas 2.1 e 2.2 dados abaixo são obtidos de modo análogo aos teoremas [ [3],
Théorème IV.8] e [ [3], Théorème IV.9], respectivamente.
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Teorema 2.1. L1([a, b)T,Rn) é um espaço de Banach.

Teorema 2.2. Sejam {fj} uma sequência em L1([a, b)T,Rn) e f ∈ L1([a, b)T,Rn) tais que

‖fj − f‖1 :=

∫
[a,b)T

‖fj(s)− f(s)‖∆s→ 0.

Então existe uma subsequência {fjm} satisfazendo

(i) fjm(t)→ f(t) para ∆-q.t.p. t ∈ [a, b)T;

(ii) ‖fjm(t)‖ ≤ h(t), ∀ m e para ∆-q.t.p. t ∈ [a, b)T, onde h ∈ L1([a, b)T,Rn).

Usando [ [9], Proposition 4] obtemos o lema 2.1 abaixo.

Lema 2.1. Considere g ∈ L1([a, b)T) satisfazendo∫
[c,d)T

g(s)∆s = 0

para cada c, d ∈ T tal que c < d. Então g(t) = 0 ∆-q.t.p. t ∈ [a, b)T.

Corolário 2.1. Seja v ∈ L1([a, b)T,Rn) tal que∫
[a,t)T

v(s)∆s = 0

para todo t ∈ T. Então v(t) = 0 ∆-q.t.p. t ∈ [a, b)T.

2.2 Funções absolutamente cont́ınuas em escalas temporais

A definição de uma função f : T → Rn absolutamente cont́ınua pode ser encontrada
em [9].

Neste trabalho usaremos o teorema [ [9], Theorem 5].
Uma função f : T→ Rn é um arco se for absolutamente cont́ınua.
Temos o seguinte resultado sobre funções absolutamente cont́ınuas em escalas tempo-

rais.

Lema 2.2. Se v ∈ L1([a, b)T,Rn) e x0 ∈ Rn, então a função z : T→ Rn dada por

z(t) = x0 +

∫
[a,t)T

v(s)∆s

é um arco. Além disso,

z∆(t) = v(t) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T.

Demonstração. De [ [9], Proposition 2] a função z é um arco. Do corolário 2.1 segue que

z∆(t) = v(t) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T

e a prova está completa.
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3 Propriedades de Multifunções

Nesta seção consideramos resultados envolvendo multifunções. Tais resultados serão
necessários para a obtenção de soluções para inclusões dinâmicas em escalas temporais. Os
correspondentes resultados para a obtenção de soluções para inclusões diferenciais, podem
ser encontrados em [8].

Seja (Ω,F) um espaço mensurável. Uma multifunção E : Ω  Rn é dita ser F-
mensurável se o conjunto

E−1(V ) = {x ∈ Ω : E(x) ∩ V 6= ∅}

for F-mensurável para todo conjunto compacto V ⊂ Rn.
Uma multifunção E é dita ser fechada ou não-vazia quando sua imagem E(x) satisfaz

a requerida propriedade para cada ponto x ∈ Ω.
Considere uma função φ : T × Rm → Rn. Dizemos que φ é uma ∆-função de Ca-

rathéodory se satisfizer as seguintes propriedades:

(i) para cada t ∈ T, a função x 7→ φ(t, x) é cont́ınua.

(ii) para cada x ∈ Rm, a função t 7→ φ(t, x) é ∆-mensurável.

De modo análogo à prova da proposição [ [10], Proposition 3.3], nós obtemos a seguinte
proposição.

Proposição 3.1. Seja F : T×Rm  Rn uma multifunção ∆×Bm-mensurável e u : T→
Rm uma função ∆-mensurável. Então a multifunção G : T Rn definida por

G(t) = F (t, u(t))

é ∆-mensurável.

Temos também a seguinte proposição.

Proposição 3.2. Considere uma ∆-função de Carathéodory φ : T × Rn → R e uma
multifunção H : T  Rn ∆-mensurável, não-vazia e fechada. Suponha que para cada
t ∈ T exista u ∈ H(t) tal que φ(t, u) = 0. Então a multifunção G : T Rn dada por

G(t) = {u ∈ H(t) : φ(t, u) = 0}

tem uma seleção ∆-mensurável.

Considere uma multifunção F : T × Rn  Rn. Dizemos que F satisfaz as hipóteses
(H1) e (H2) se

(H1) F é uma multifunção não-vazia, fechada e ∆× Bn-mensurável.

(H2) F é Lipschitz mensurável de posto k, isto é, existe uma função k : T → [0,∞) em
L1([a, b)T) tal que para cada t ∈ T,

F (t, x) ⊂ F (t, y) + k(t)‖y − x‖B

para todo x, y em Rn, onde B é a bola unitária fechada.
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Note que as hipóteses (H1) e (H2) implicam que o gráfico da multifunção F (t, .) (Gr
F (t, .)) é um conjunto fechado para cada t ∈ T.

Definimos a função ρ : T× Rn × Rn → [0,∞) por

ρ(t, x, v) := inf{|v − y| : y ∈ F (t, x)}.

Em analogia com [ [8], Lemma 2C.3], temos o seguinte lema.

Lema 3.1. Seja F : T×Rn  Rn uma multifunção satisfazendo as hipóteses (H1) e (H2).
Então

(i) a função t 7→ ρ(t, x, v) é ∆-mensurável para cada (x, v) em Rn × Rn.

(ii) para qualquer t em T, e quaisquer x1, x2, v1, v2 em Rn, tem-se

|ρ(t, x1, v1)− ρ(t, x2, v2)| ≤ k(t)‖x1 − x2‖+ ‖v1 − v2‖.

Finalmente, consideramos o lema 3.2 abaixo, que pode ser facilmente obtido da pro-
posição 3.2 e lema 3.1.

Lema 3.2. Seja F : T×Rn  Rn uma multifunção satisfazendo as hipóteses (H1) e (H2).
Se x : T→ Rn é um arco, então a multifunção

t {u ∈ F (t, x(t)) : ‖u− x∆(t)‖ − ρ(t, x(t), x∆(t)) = 0}

tem uma seleção ∆-mensurável.

4 Resultado Principal

Aqui nós obtemos a existência de soluções para inclusões dinâmicas em escalas tem-
porais cujos campos vetoriais podem ser ilimitados.

Considere a inclusão dinâmica

x∆ ∈ F (t, x) (1)

com a condição inicial
x(a) = x0. (2)

O teorema 4.1 afirma a existência de pelo menos uma solução para as equações (1) e (2)
em algum intervalo [a, τ)T.

A prova do lema 4.1 dado abaixo segue as mesmas linhas da prova do lema [ [7], Lemma
2.1].

Lema 4.1. Considere o seguinte sistema recursivo de desigualdades:

rn+1 ≤ ξnrn; ξn = κ; rn ≥ 0,

onde κ é um parâmetro não-negativo. Suponha que ξ1 ≤ λ para algum λ ∈ (0, 1). Seja
(rn, ξn) uma solução correspondente do sistema recursivo. Então

∞∑
n=1

rn ≤
r1

1− λ
.
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Teorema 4.1. Seja F : T × Rn  Rn uma multifunção que satisfaz as hipóteses (H1)
e (H2). Considere um arco x : T → Rn tal que x(a) = x0. Suponha que a função
t 7→ ρ(t, x(t), x∆(t)) seja Lebesgue ∆-integrável sobre [a, b)T e defina

r1(t) =

∫
[a,t)T

ρ(s, x(s), x∆(s))∆s

e

κ(t) =

∫
[a,t)T

k(s)∆s, ξ1(t) = κ(t).

Suponha que σ(a) = a. Seja τ ∈ (a, b]T tal que κ = κ(τ) ≤ λ para algum λ ∈ (0, 1). Então
existe pelo menos uma solução y(t) para as equações (1) e (2) sobre [a, τ)T. Além disso,∫

[a,τ)T

‖x∆(s)− y∆(s)‖∆s ≤ r1

1− λ
. (3)

Demonstração. Primeiro nós constrúımos indutivamente uma sequência {xn} de arcos
tal que ‖xn − y‖∞ → 0 e ‖x∆

n − y∆‖1 → 0, onde y(t) é uma solução desejada. Sejam
x0(t) = x(t) e v0(t) = x∆(t). Se xi e vi já foram determinados para i = 0, ..., n, então nós
definimos

rn+1(t) =

∫
[a,t)T

ρ(s, xn(s), vn(s))∆s; ξn+1(t) = κ(t).

Já xn+1 e vn+1 são determinados como segue:

vn+1(t) ∈ F (t, xn(t)), ‖vn+1(t)− vn(t)‖ = ρ(t, xn(t), vn(t))

e

xn+1(t) = x0 +

∫
[a,t)T

vn+1(s)∆s.

Por (H2), para cada n ≥ 1 temos∥∥∥∥x∆
n+1(t)− x∆

n (t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥vn+1(t)− vn(t)

∥∥∥∥ = ρ(t, xn(t), vn(t))

≤ k(t)

∥∥∥∥xn(t)− xn−1(t)

∥∥∥∥ = k(t)

∥∥∥∥∫
[a,t)T

(
vn(s)− vn−1(s)

)
∆s

∥∥∥∥
≤ k(t)

∫
[a,t)T

∥∥∥∥vn(s)− vn−1(s)

∥∥∥∥∆s = k(t)

∫
[a,t)T

ρ(s, xn−1(s), vn−1(s))∆s

= k(t)rn(t) ≤ rn(τ)k(t)

para ∆-q.t.p. t ∈ [a, τ)T. Integrando a desigualdade, obtemos

rn+1(t) ≤ rn(τ)

∫
[a,t)T

k(s)∆s ≤ rn(τ)

∫
[a,τ)T

k(s)∆s = rn(τ)κ(τ).

Se rn = rn(τ) e ξn = ξn(τ) = κ, obtemos

rn+1 ≤ rnκ.
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Usando o lema 4.1 nós conlúımos que

∞∑
n=1

rn ≤
r1

1− λ
.

Sendo

rn+1 =

∫
[a,τ)T

‖x∆
n+1(s)− x∆

n (s)‖∆s

segue que {x∆
n } é uma sequência de Cauchy em L1([a, τ)T,Rn). Então existe u ∈ L1([a, τ)T,Rn)

satisfazendo ‖x∆
n − u‖1 → 0. Assim, se

y(t) = x0 +

∫
[a,t)T

u(s)∆s

temos que ∥∥∥∥xn(t)− y(t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫
[a,t)T

(
x∆
n (s)− u(s)

)
∆s

∥∥∥∥
≤
∫

[a,t)T

∥∥∥∥x∆
n (s)− u(s)

∥∥∥∥∆s ≤
∥∥∥∥x∆

n − u
∥∥∥∥

1

e dessa forma ∥∥∥∥xn − y∥∥∥∥
∞
≤
∥∥∥∥x∆

n − u
∥∥∥∥

1

.

Portanto ‖xn − y‖∞ → 0.
Do teorema 2.2 existe uma subsequência de {x∆

n }, não reindexamos, tal que x∆
n (t)→

u(t) para ∆-q.t.p. t ∈ [a, τ)T.
Tome t ∈ [a, τ)T tal que y∆(t) = u(t), x∆

n+1(t) = vn+1(t) e x∆
n (t)→ u(t). Como

(xn(t), x∆
n+1(t)) ∈ Gr F (t, .)

e Gr F (t, .) é um conjunto fechado, segue que

(y(t), y∆(t)) ∈ Gr F (t, .).

Assim y(t) é uma solução para as equações (1) e (2) em [a, τ)T.
Finalmente, nós obtemos a estimativa dada em (3). Para cada n ≥ 0, temos∥∥∥∥x∆

n+1 − x∆

∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥∥x∆

n+1 − x∆
n

∥∥∥∥
1

+ · · ·+
∥∥∥∥x∆

1 − x∆

∥∥∥∥
1

= rn+1 + · · ·+ r1 ≤
∞∑
i=1

ri ≤
r1

1− λ
.

Temos também que∣∣∣∣∥∥∥∥x∆
n+1 − x∆

∥∥∥∥
1

−
∥∥∥∥y∆ − x∆

∥∥∥∥
1

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥x∆
n+1 − y∆

∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥x∆
n+1 − u

∥∥∥∥
1

e então ‖x∆
n+1 − x∆‖1 → ‖y∆ − x∆‖1. Portanto nós obtemos (3).
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