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Abstract— This article presents the robust pole placement using modal intervals applied to system of joint motor of a robotic
manipulator, more specifically in a motor current DC. The technique uses modal interval analysis and PD controller for speed
feedback. The aim of applying robust control of dc motor plant to ensure satisfactory performance is within the requirements of
the project, even if the system is subject to uncertainties in the parameters of the mathematical model of the plant.
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Resumo— Este artigo apresenta a aloca¢@o de polos robusta utilizando intervalos modais aplicado a um sistema de motor de jun-
ta de um manipulador robdtico, mais especificamente em um motor de corrente continua (CC). A técnica faz uso da analise in-
tervalar modal e controlador PD por realimentagido de velocidade. O objetivo de aplicar controle robusto a planta do motor CC é
garantir desempenho satisfatorio dentro dos requisitos do projeto, mesmo que o sistema esteja sujeito a incertezas nos parametros

do modelo matematico da planta.
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1 Introducao

Grande parte das industriais utiliza o controle pro-
porcional-integral-derivativo (PID) em seus sistemas,
pelo fato de ser de facil implantacdo, possuir simpli-
cidade funcional e facilidade de sua utilizagdo com
tecnologia atual (Gutierrez, 2010). Porém, em algu-
mas situagdes, os controladores PID podem nio
apresentar um desempenho satisfatorio/adequado
(Gutierrez, 2010).

Uma abordagem que pode ter mais aplicabilida-
de na industria é a técnica de controle robusto. Um
controlador ¢ dito robusto quando o sistema a ser
controlado esteja sujeito a incertezas nos pardmetros
da planta e/ou perturbagdes externas, ¢ a resposta do
sistema ainda se mantém dentro das especificacdes
de projeto (Ackermann, 1993; Barmish, 1994; Bat-
tacharyya, Chapellat e Keel, 1995 apud Prado, 2006).

Sdo varias as técnicas existentes de projetos de
controladores robustos (Zhou, Doyle e Glover,
1996), porém, normalmente envolvem projetos de
controladores no espaco de estados. Técnicas de
controladores robustos utilizando controladores PID
podem ter ser mais vantajosas quando aplicadas a
algumas industrias devido a simplicidade deste tipo
de controlador.

Com este trabalho, propdem-se utilizar a meto-
dologia abordada em Prado (2008) para projetar
controladores robustos em um sistema eletromecani-
co como um motor CC. Esta metodologia leva em
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conta incertezas nos parametros da planta, e estas
incertezas sdo consideradas utilizando aritmética
intervalar modal, ou seja, fazendo uso de intervalos e
de uma representagdo semantica, ao invés de valores
pontuais (fixos).

Neste trabalho, ndo apenas foram projetados
controladores para um manipulador robético, como
também, foram realizadas simulagdes via software do
controlador robusto.

Este artigo estd dividido da seguinte forma, na
Secdo 2 serd apresentada uma breve fundamentagao
tedrica, necessaria para o desenvolvimento do proje-
to, como: controlador PD por realimentagdo de velo-
cidade, aritmética intervalar modal e controle robus-
to. Na Secdo 3 ¢ apresentada a metodologia de proje-
to desde a modelagem matematica do motor CC até a
aplicagdo da metodologia de controle robusto utili-
zando aritmética intervalar modal. Na Secdo 4 sdo
apresentados os resultados da pesquisa. E por fim, na
Se¢do 5, sdo descritas as conclusdes obtidas com a
pesquisa.

2 Fundamentagao Tedrica

2.1 Controle PD por Realimentagdo de Velocidade

Considerando u(z) como sendo o sinal da agdo de
controle (sinal de saida do bloco controlador) e e(?),
o sinal de erro, pode-se definir os tipos de controla-
dores de acordo com a relagdo entre u(z) e e(t). No
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controlador proporcional: u(t) = kye(?), no integral:
u(t)=kle(t)dt; no derivativo: u(t)=kde(t)/dt; ¢ no
PID: u(t)=kye(t) + k,-fe(t) dt + kyde(t)/dt. Os valores
de k,, kd, e k; sdo constantes (Ogata, 2003). O contro-
le proporcional-derivativo (PD) pode ser visualizado
na Figura 1.

r j
0 450 p sk G, A

Figura 1 — Diagrama de Bloco do Controle PD

Uma acdo de controle derivativa, quando acres-
centada a um controlador proporcional, permite que
se obtenha um controlador de alta sensibilidade. Uma
vantagem em utilizar esta a¢do de controle é que a
mesma responde a uma taxa de variagdo de erro
atuante e pode produzir uma correcdo significativa
antes que o valor do erro atuante se torne muito ele-
vado (Ogata, 2003). No dominio do tempo, o sinal de
controle com o termo proporcional-derivativo é dado
por:

u(t) = kye(t) + kd% M

A fungdo de transferéncia de malha fechada (re-
lagdo entre entrada e saida no dominio da frequéncia)
(Ogata, 2003) ¢ dada por:

o _ Gyl + kas) )
MF —
1+ G, (ky + kgs)

Os zeros do sistema sdo as raizes do numerador
da fungdo de transferéncia, e os polos do sistema sdao
as raizes do denominador (Ogata, 2003).

O controle PD produz um zero na fungdo de
transferéncia de malha fechada, podendo causar
instabilidade na resposta do sistema. Para evitar esta
instabilidade pode-se utilizar um controle PD por
realimentagdo de velocidade, Figura 2.

¥(t)

Figura 2 — Diagrama de Bloco do Controle PD com realimentagio
de Velocidade

A funcdo de transferéncia de malha fechada do
controle PD por realimentagdo de velocidade ¢ dada
por:
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A Gk, 3)
MET 1+ Gy (ky + kgs)

Para se realizar o projeto do controlador, basta
selecionar os ganhos k, e k;,de forma que o sistema
de malha fechada possua uma saida que satisfaga as
especificacdes de projeto. Isto pode ser obtido atra-
vés de comparagdo do sistema a malha fechada dese-
jado com a expressdo de Gy

O tempo de acomodacdo, parametro de especifi-
cacdo de desempenho para sistemas de segunda-
ordem, pode ser calculado através da seguinte equa-
céo:

4,8 )

Swy

IR

ts

Vale ressaltar que a equagdo (4) ¢ utilizada para &=1
(Ogata, 2003).

2.2 Aritmética Intervalar Modal

A anélise intervalar modal caracteriza intervalos a
partir de numeros reais com os conjuntos de predica-
dos que os intervalos aceitam ou rejeitam (Prado,
2006).

Pode-se definir um intervalo modal como um
par formado por um intervalo classico (ou seja, um
conjunto de niimeros reais) [x]=[x’x"] ¢ um quantifi-
cador Q[x]’.

[x]" = ([x], O[x]").

O quantificador representa a modalidade de um
intervalo, podendo ser: Existencial, existe um x €
[x], com Q[x]’ = E; e Universal, para todo x € [x],
com Q[x]’ =U.

Sendo que os predicados sdo condi¢des que po-
dem ser relacionadas a um intervalo, por exemplo,

y=1{xex],|x=0}.

Ou seja, o predicado desta condi¢do ¢ x > 0. O
conjunto dos intervalos modais serd representado
por:

I*(R) = (XA, U [[x] € I(R)5.

Com R representando o conjunto dos nimeros reais.

As coordenadas modais de um intervalo modal
sdo seu intervalo classico (exf) e sua modalidade
(mod). Especificamente, dado [x]” = ([x], Q[x]" )€ I*
(‘R), entdo:

ext([x].0[x]") := [x]
mod([x].0[x]") := O[x]’
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Um intervalo modal ¢é dito intervalo proprio (e
existencial), se o extremo inferior é menor que o
extremo superior, caso contrario ¢ dito intervalo
improprio (e universal).

Utilizando a notag@o canodnica, a operagdo do
quantificador Q, pode ser visualizada a seguir:

O(x.[a,b]) = {se a <b entdo E(x,[a,b])’}

se a>=b entdo U(x,[b,a]),

As operagdes aritméticas para intervalos modais
sdo semelhantes as dos intervalos classicos, estas sdo
definidas por:

[a]+[b]'=[a" +b",a* +b*],
l[a]-{b]'=[a” -b",a" -b],

[a].[b]'=[a b ,a"b*]'se a 20,a” 20,b~ 20,b" >0,

alal=[aa",aa*]',se a >0,
=[oa”, 00" ], 5e a <0,
[al]'/[b]=[a"/b*,a" /b7], (5)
sea >0,a">20,b-2>20,b" >0,

Extensoes Intervalares Semanticas Modais

Dada uma funcio f de n variaveis, x;, x,,...,X,, conti-
nua em [x]€ I* (R"), define-se a imagem de f'por:

RALx]):=| min £ (), max /(x)

Muitas vezes calcular R([x]) representa uma ta-
refa complexa. Quando f'é uma fungdo racional, em
vez de R([x]), pode-se obter mais facilmente a exten-
sdo intervalar de f em [x], fz([x]), substituindo os
argumentos escalares da fungdo por argumentos
intervalares e as operagdes reais por operagdes inter-
valares correspondentes (Prado, 2006). Sendo assim,
RA[x]D< fr([x]). Portanto, o unico significado para
Z:= R([x]) ou Z:= fr([x]) &

Ux;e[x;])...U(x, €[ x,]) E(z e 2)z=f(x},..X,,)-

No contexto de intervalos modais, assim como
um predicado P(x) leva a um predicado intervalar
O(x, [x]")P(x), a relagdo z=f(x,,..x,) pode levar a uma
relacdo intervalar Z=F([x,]...[x,]) representando um
predicado da forma:

O1(x1 € [x1])...0(n € [x0])
0.z € F([x;]...[x.])z=A(x 1,..0).

A fungdo F: I*(9")— I(¥) é chamada de exten-

sdo semantica intervalar de f. A seguir sdo definidas
duas outras extensdes semanticas de f(Prado, 2006).
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Seja f uma fungdo continua de R" em R, [x]’€
I*(R"), e (x,x;) componentes de separacdo de [x]” =
([xp]',[x:]°), com [x,]” um subvetor contendo as com-
ponentes proprias e [x;]” contendo as componentes
improprias de [x]° (Prado, 2006). Definem-se as
extensdes intervalares semanticas modais f* e f**
pelas equagdes abaixo.

min fmax £ (x,..x,)} 6
f* ([x]') _| P LE[‘ll]

max |l [l_nlf(xp,xl_)

max jmin f(xp,xl)ﬁ )
f**([x]'): xpelxp ] wielx]

min max f(x,,x,)

xpelrpl Wielxi]

Importantes relagdes de inclusao entre /* ([x]') e

S ([x]) sdo:

SHED e (D,
[xI'c (b= f*([x]) < f*([P]),
S (D) < fHH(B]).

Uma fungdo f ¢ dita unimodal em um intervalo
[x]” se f for totalmente monodtona em todo intervalo
[x]’, ou seja, se f for totalmente crescente ou decres-
cente em [x]’. Quando /¢ unimodal, as extensdes sdo
iguais. Além disso, se [x]’ é um intervalo proprio, f*
¢ a imagem de fno dominio [x] (Prado, 2006).

Teoremas Semanticos

As extensdes semanticas f* e f** estdo associadas a
extensdo semantica F' e podem ser utilizadas para
atribuir significados aos resultados de calculos inter-
valares. Mas para isso, faz-se uso de dois teoremas-
chave, chamados teoremas semanticos.

Teorema 2.1 (Teorema Semantico para f*). Se
[x]’€ T*(R"™), f ¢ continua em [x] e F([x]’) € [*(R),
entdo f¥([x]”) < F([x]’) se e somente se (Gardenes et
al, 2001):

U(x, € [,DOF([x]) Exi € [xi)@fxp, X)) (8)

Teorema 2.2 (Teorema Semintico para f**). Se
[x]’€ T*(R™), f € continua em [x] e F([x]") € [*(R),
entdo f**([x]”) o F([x]’) se e somente se (Gardenes
etal, 2001):

Ulx; € [x]DO(z,Dual(F([x]))) )
E(xp € [xp])(zzf(xp: x;)).

Os Teoremas 2.1 e 2.2 estabelecem condi¢des

gerais para extensdes F: [*(R") — I*(R) em termos
das semanticas f*([x]") e f**([x]’), mas ndo indicam
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como essas sdo calculadas. A seguir sera explicitada
uma indicagdo de como calcula-las (Prado, 2006).

Extensées Racionais Modais

O célculo de f* ou f** é em geral uma tarefa dificil, o
procedimento usual ¢ determinar aproximagdes in-
ternas de f* e externas de f** que mantenham as
interpretagdes semanticas dos Teoremas 2.1 e 2.2.

Seja f'uma fungdo continua racional no dominio
[x]. A extensdo definida pela sequéncia de operagdes
e indicada pela sintaxe de /' é chamada extensdo ra-
cional modal, fz([x]"). Segundo Prado (2006) existem
varios resultados relacionados a extensdo intervalar
racional modal f* e f** Para um detalhamento sobre
como obter fz*([x]") e fr**([x]’), as extensdes racio-
nais correspondentes as aproximagdes interna e ex-
terna de f* e f** respectivamente ver (Gardenes et
al, 2001).

3 Metodologia

A metodologia de trabalho utilizada na pesquisa foi,
inicialmente, fazer um levantamento bibliografico
sobre o assunto teoria de controle, controle robusto e
aritmética intervalar modal. Em seguida, foi necessa-
rio realizar a modelagem matematica do motor CC.
Por ultimo, foi realizado o projeto do controlador
robusto utilizando aritmética intervalar modal e si-
mular os resultados obtidos.

3.1 Modelagem

A modelagem do motor CC ¢ realizada através de
equacdes diferenciais, que representam a dindmica
do sistema (Dorf, 2001). Utilizando equacdes dife-
renciais e a transformada de Laplace, obtém-se sua
fungdo de transferéncia, que ¢ dada por:

Kin (10)
i
TnS°+S
K, K
™ R,B + KiKg (11)
€
R.J
fm =R B+ KK (12)

Em que K7 ¢ uma constante de acoplamento e ¢
igual a 10,9.x10° Nm/A, R, ¢ a resisténcia de 13,6
Q, B ¢ o coeficiente de atrito viscoso e equivale a
8,813x10-2 Kgmz/s, K ¢ a constante de forga contra-
eletromotriz com valor igual a 1,1528x10™ Vs/rad e J
a 2,08x107 Kgm®’. Os dados foram adquiridos atra-
vés do fabricante Maxon Motor (Maxon, 2011).
Substituindo estes valores, K, ¢ igual 89,9927 e z,, ¢
0,0236.
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3.2 Controle Robusto PD com Intervalos Modais

Através das equagdes (3) e (10) calcula-se a fungdo
de transferéncia de malha fechada, que ¢ dada pela
equagdo:

G~ (Kimkp)/Tm
ME= s+ Kpky) (13)
STt
m

+ (Kinkp)/Tm

Para encontrarmos os ganhos do controlador, €
necessario realizar uma comparagdo entre o denomi-
nador de Gy € a equagdo padrdo de segunda-ordem
(equag@o caracteristica).

52+ 28w,s + w2 =0 (14)

Onde £ ¢é coeficiente de viscosidade e w, ¢ a fre-
quéncia natural do sistema. Como o projeto se trata
de um sistema roboético, convém que o sistema ndo
deve ter oscilacdo e o mesmo tem que apresentar
uma resposta rapida quando excitado por uma entra-
da. Sendo assim, & tem que ser criticamente amorte-
cido, ou seja, igual a 1 e w, tem que ser um valor
suficientemente alto, definimos como 91 rad/s (e de
acordo com a equagdo (4), o tempo de acomodacdo
torna-se 7, = 0.0527 s). Comparando o denominador
da equag@o (13) com a equacdo (14), ajustam-se os
ganhos do controlador:

28w, — 1 (15)
ka=——% —
m
2
o Oin (16)
p Km

Como citado anteriormente, neste projeto de
controle robusto, levamos em consideragdo incerte-
zas nos parametros do motor CC. Considerando os
parametros da planta como intervalos, os mesmos
foram definidos por uma variagdo percentual para
mais e para menos em cima dos valores originais.

Em projetos de controle, ha necessidade de ga-
rantir que, para qualquer valor dentro dos intervalos
modais, referente a planta seja possivel obter um
controlador, ou seja, devemos fazer esta considera-
¢do semantica V K,, €[K,]’ e V 1,, € [7,]”. E para
especificacdes em termos de resposta transitoria,
devem ser consideradas que, 3 £ € [€]’e 3 w, € [w,]’,
pois basta que se garanta que a especificagdo perten-
¢a ao intervalo aceitavel de especificagcdes. Neste
caso, & deve ser igual a 1, sendo um intervalo pontu-
al. Assim como os parametros da planta, os ganhos
do controlador a serem projetados devem ter a mes-
ma interpretacdo semantica, ou seja, V k4 € [k,]" e V
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k, € [k,]’, para garantir que todos os valores do inter-
valo podem ser usados (Prado, 2008). Desta forma, a
interpretacdo semantica geral, de acordo com as
especificacdes de controle é:

UK e[ Kn] YUty €[] )E(wp € [@n]")
Ulks€lka] YU(k,E[k,]").-

Para obter esta interpretagdo semantica aplica-
mos o primeiro teorema semantico as equagdes de
calculos de ganhos do controlador, temos que os
intervalos dos parametros devem ser proprios € o
intervalo da especificagdo, juntamente com os dos
ganhos do controlador devem ser improprios. Vale
destacar que ao realizar os céalculos dos ganhos, os
intervalos dos ganhos podem ser proprios, o que
significaria que dentro dos intervalos encontrados
existiria um controlador que atenderia as especifica-
¢Oes, porém ndo se saberia qual é. Ainda seria neces-
sario fazer algum tipo de busca para encontrar pelo
menos um controlador que atendesse as especifica-
¢oes.

Para obter as extensdes semanticas intervalares
para o calculo dos ganhos, faz-se uso das equagdes
(17) e (18) e intervalos modais, resultando em:

. 28 [wn] [tm] — 1 (17)
=1

2 ] (1)
leol"= "k,

Desenvolvendo as equagdes (17) e (18) utilizan-
do as operagdes de aritmética intervalar modal (Pra-
do, 2006) e considerando que todos os parametros
(T, Ky & ;) s@o positivos, obtém-se as extensoes
semanticas intervalares dos ganhos como:

 Rewitn -1 26with -1 (19)
teal =[ ki Ka ]
o [@a) T (@)t (20)

Como as fungdes para os calculos dos ganhos
sdo unimodais, as fung¢des intervalares semanticas
modais sdo iguais. De acordo com Gardenes (2001),
como ndo ha multi-incidéncia de variaveis fz([x]’)=

Je*()= S (D)

4 Resultados

Assumindo uma variagdo de 10% em torno dos pa-
rametros originais da planta, os intervalos correspon-
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dem a: [K,,] = [80,9934 , 98,9920] e [z,] = [0,0212 ,
0,0260]. Ja para a especificacdo de projeto ficou: &
como valor pontual igual a 1 e [w,] = [110 , 72].
Percebe-se que os parametros da planta sdo interva-
los proprios e da especificagdo, (,), improprio.
Através das equacdes (19) e (20), pode-se obter [ky]
= [0,0371 , 0,0338] e [k,] = [2,5962 , 1,6616]. E
possivel perceber que os intervalos sdo improprios.
Portanto, as semanticas referentes as equagdes (19) e
(20) sdo, respectivamente:

UK, e[K,U(z, €[7,])E(0, €[o,]')

: 2807, —1
U(kd € [kd] )kd = K—m
c
7,00
UK, elK,]U(z, €lr,]E(®, €lo, 1)Uk, €k, 1)k, :T

m

Ou seja, para quaisquer valores de k, € k, dentro
dos seus intervalos, existirdo valores de dentro do
intervalo da especificacdo para quaisquer valores K,
e 7,, dentro dos seus limites de 10% do valor central
que foi obtido no modelo.

Na Figura 3 sdo apresentadas as respostas ao de-
grau unitario dos sistemas controlados, considerando
diversas variagdes para a planta a partir de varias
combinagdes dos parametros incertos (dentro do
intervalo utilizado no projeto, incluindo os valores
extremos), e também diversas combinagdes de valo-
res de ganhos para o controlador (dentro do intervalo
dos resultados dos ganhos, incluindo os valores ex-
tremos). De acordo com a Figura 3, todas as respos-
tas tiveram tempo de acomodagdo (#,) atendendo a
especificacdo de 0,0667s, utilizando o valor minimo
de w, de 72 rad/s. Além disso, o sistema ndo apre-
sentou sobressinal, que ¢ a especifiacdo de & igual a
1, conforme esperado pelo projeto.

Resposta ao Degrau Unitario

T T T T T T T T T
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |

L e R e o e e e e A
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
e : :
| I | | | | |
° | I | | | | | |
S 08— I e i i e e B

E I | | | | | | |
S | | | | | | | |

2 061 — e ——,——
o | | | | | | | |
| | | | | | | |

7 i e
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |

o2- - 4 L -1
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1

0
0 0.02 0.04 006 008 01 012 014 016 018 0.2
Tempo (s)

Figura 3 - Grafico da resposta do sistema mecanico com o
controlador PD por realimentagio de velocidade robusto
utilizando analise intervalar modal (combinagdes).

Foram realizados alguns testes e o melhor valor
para os controladores dentro de seus respectivos
intervalos sdo os valores maximos (k;=0,0371 e
k,=2,5962), pois a velocidade de resposta é maior.
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Além disso, foram realizadas simula¢des no Si-
mulink considerando varios tipos de valores para a
referéncia e visualizado o sinal de controle. O siste-
ma foi simulado levando em conta que 0 mesmo esta
sendo implementado utilizando o controlador embar-
cado em microcontrolador. Portanto, todos os sinais
ja sao considerados digitalizados e variando de 0 a
1023. No caso da referéncia, os dngulos variam de 0
a 270 graus. Os graficos de uma simulagio sdo apre-
sentados nas Figuras 4 e 5, mostrando o sinal de
saida e referéncia (para aproximadamente 30 e 60
graus) e o sinal de controle, respectivamente.

Sinal de Saida

250

T T T T T
| | | | | Referéncia
! ! ! Saida
| | | yal
200 — — 4= ek ]
| | | /o | |
| | | /o | |
| | | | | |
g 10— Lo L B
g | | ] | | | |
P | | | | | |
5 L | | / | | |
P R A S O B I
7 | T i T T |
/o | | | | | |
[ | | | | | |
;/ | | | | | | |
0FfF~—-—4-——-I———ft—-—dA—-——F—-—+—-——l———1
| | | | | | |
| | | | | | | |
/ | | | | | | |
0‘ 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 03 0.35 0.4

Figura 4 — Sinal de Saida

Sinal de Controle

Valor Digital

Tempo (s)

Figura 5 — Sinal de Controle

5 Conclusao

Neste artigo foi proposta uma abordagem para
um projeto de controlador robusto utilizando a estru-
tura PD por realimentagdo de velocidade juntamente
com andlise intervalar modal para um motor CC.
Através do resultado demonstrado na Figura 3, per-
cebe-se que mesmo o sistema sujeito a incertezas nos
parametros da planta, as respostas do sistema contro-
lado, usando diversos valores de ganhos dentro do
intervalo obtido, se mant€ém dentro das especifica-
¢oes de projeto. Portanto, o uso de analise intervalar
modal em projetos de controladores robustos para um
motor CC de uma junta de um manipulador robdtico,
se mostrou bastante satisfatoria. Pretende-se ainda
realizar testes com perturbacdes nas simulagdes, e
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este sistema com o controlador estd em fase de im-
plementagdo pratica. Vale ressaltar que para esta
mesma planta, foi realizado o projeto utilizando
analise intervalar classica via programacdo alvo
(Lordelo, 2004), porém os resultados ndo foram
satisfatorios, mas os detalhes encontram-se em (San-
tos, 2013).
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