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Resumo. Neste trabalho apresenta-se uma abordagem de solução h́ıbrida anaĺıtico-numérica
com a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) para solução de um problema
bidimensional transiente do transporte de sedimentos não-coesivos. Foram aplicados filtros
anaĺıticos para homogeneizar os contornos e melhorar a convergência. A equação foi trans-
formada em um sistema acoplado de equações diferenciais parciais unidimensional que foi
resolvido numericamente empregando recursos do Software Wolfram Mathematicar 10. Os
resultados obtidos pela GITT se mostraram coerentes e apresentaram ganhos computacio-
nais, o que é desejável para a solução do problema inverso de identificação de parâmetros
hidrodinâmicos e de transporte, utilizando o método de Monte Carlo via Cadeias de Markov.

Palavras-chave. Transporte de Sedimentos, GITT, Problemas Inversos, Inferência Baye-
siana, Cadeias de Markov.

1 Introdução

No decorrer dos anos houve uma crescente preocupação com o aumento da concentração
de poluentes em corpos d’ água, que se originou principalmente pelo crescimento industrial
e populacional desordenado. O movimento de sedimentos e de poluentes representa um dos
problemas mais comuns enfrentados pela população mundial, e por isso o conhecimento e
a caracterização do comportamento dos sedimentos em meio h́ıdrico se tornam essenciais
para a proteção do meio ambiente, manutenção dos canais de navegação, construção de
obras hidráulicas, conservação do solo e dos recursos h́ıdricos dispońıveis [11].

Encontram-se na literatura vários trabalhos com propostas de solução para versões
simplificadas da equação de advecção-dispersão que simula o transporte de sedimentos
não-coesivos [10, 12]. Por outro lado, alguns autores [7] obtiveram uma solução numérica
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da versão 3D desse problema utilizando volumes finitos, mas com um custo computacional
elevado, devido principalmente à complexidade das condições de contorno e do meio.

Dentre as diferentes metodologias que surgiram para combinar a flexibilidade dos
métodos numéricos com a robustez dos métodos anaĺıticos destaca-se a técnica da Trans-
formada Integral Generalizada - GITT (Generalized Integral Transform Technique) que
é um método h́ıbrido, capaz de gerar soluções computacionais eficientes para diversos
problemas a priori não transformáveis ou não solucionáveis numericamente [3, 12].

Neste trabalho é realizada a estimação de parâmetros hidrodinâmicos e de transporte
utilizando inferência Bayesiana e uma solução h́ıbrida do modelo 2D-vertical de transporte
de sedimentos não-coesivos empregando a GITT e a plataforma Wolfram Mathematicar.

2 Problema Direto 2D de Transporte de Sedimentos Não-
Coesivos

A concentração de sedimentos não-coesivos para cada classe granulométrica pode ser
representada pela seguinte equação de advecção-dispersão [7], e respectivas condições de
contorno e inicial [8]:

∂C(x, z, t)

∂t
+ U(z)

∂C(x, z, t)

∂x
+
∂(W −Ws)C(x, z, t)

∂z
= Dx

∂2C(x, z, t)

∂x2
+Dz

∂2C(x, z, t)

∂z2
(1a)

C(0, z, t) = C0, 0 ≤ z ≤ Lz, t > 0 (1b)

∂C(Lx, z, t)

∂x
= 0, 0 ≤ z ≤ Lz, t > 0 (1c)

WsC(x, Lz, t) +Dz
∂C(x, Lz, t)

∂z
= 0, 0 ≤ x ≤ Lx, t > 0 (1d)

WsCa +Dz
∂C(x, 0, t)

∂z
= D − E, 0 ≤ x ≤ Lx, t > 0 (1e)

C(x, z, 0) = C1, 0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ z ≤ Lz (1f)

onde U(z) e W representam, respectivamente, a velocidade do escoamento nas direções x
e z, Ws é a velocidade de queda da part́ıcula de sedimento, Dx e Dz são os coeficientes
de dispersão da concentração longitudinal e vertical, respectivamente, Lx e Lz são os
comprimentos longitudinal e vertical do domı́nio de interesse, C0 representa a emissão
cont́ınua de um poluente na fronteira, na posição x = 0, C1 é a concentração inicial de
sedimentos ao longo de todo o domı́nio, Ca é uma concentração de referência no leito do
escoamento em condições de equiĺıbrio e D e E são os fluxos de deposição e erosão de
sedimentos, respectivamente.

Para acelerar e otimizar a convergência da técnica GITT, o problema pode ser simpli-
ficado com a aplicação da função filtro Cf (z) = Exp[−Ws

Dz
z]/Ws (considerando W = 0),

obtida analiticamente e utilizada para homogeneizar as condições de contorno em z pela
expressão C(x, z, t) = Cf (z) +C∗(x, z, t), onde C∗(x, z, t) é a solução do problema filtrado
obtida através da técnica GITT, como uma expansão em autofunções.
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2.1 Problema de Autovalor e Problema Transformado

A solução do problema filtrado é obtida por um esquema de transformação parcial,
apenas na direção transversal, resultando em um problema transformado formado por um
sistema de equações diferenciais parciais unidimensional. Em consequência, o seguinte
problema de autovalor do tipo Sturm-Liouville associado é proposto:

Dz
d2ψi(z)

dz2
+ β2i ψi(z) = 0 (2a)

WsCa +Dz
dψi(0)

dz
= 0 = Wsψi(Lz) +Dz

dψi(Lz)

dz
(2b)

O problema apresentado permite definir o seguinte par de transformação integral:

Ci(x, t) =

Lz∫
0

ψ̃i(z)C
∗(x, z, t)dz (transformada) (3a)

C∗(x, z, t) =
∞∑
i=1

ψ̃i(z)Ci(x, t) (inversa) (3b)

onde ψ̃i(z) =
ψi(z)√
Ni

são as autofunções normalizadas com Ni =
Lz∫
0

ψ̃(z)2dz.

O problema filtrado pode então ser transformado através do operador
Lz∫
0

ψ̃i(z)(.)dz para

obter o seguinte problema transformado com respectivas condições inicial e de contorno:

∂Ci(x, t)

∂t
+
∞∑
j=1

dCj(x, t)

dx

Lz∫
0

ψ̃i(z)ψ̃j(z)U(z)dz+ (W −Ws)
∞∑
j=1

Cj(x, t)

Lz∫
0

ψ̃i(z)
dψ̃j(z)

dz
dz =

= Dx
∂2Ci(x, t)

∂x2
− β2i Ci(x, t) (4a)

Ci(x, 0) =

Lz∫
0

ψ̃i(z)(C1 − Cf (z))dz (4b)

Ci(0, t) =

Lz∫
0

ψ̃i(z)(C0 − Cf (z))dz (4c)

∂Ci(Lx, t)

∂x
= 0 (4d)

O sistema formado pelas Equações (4a-d) é resolvido numericamente para os poten-
ciais transformados Ci(x, t), de modo que a fórmula de inversão, Equação (3b), pode ser
empregada para obtenção da solução para o potencial filtrado, C∗(x, z, t).
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3 Problema Inverso

Neste trabalho tem-se por objetivo obter estimativas para os parâmetros Dx, Dz, U e
Ws presentes nas Equações (1a-e) com uma abordagem de problemas inversos.

No tratamento de problemas inversos surgem diferentes fatores que contribuem para
as incertezas na identificação de parâmetros que podem ser consideradas e contornadas ao
se empregar a abordagem Bayesiana, onde os parâmetros são analisados como variáveis
aleatórias. As vantagens desta abordagem são a possibilidade de incluir informações a
priori e incorporá-las em um contexto formal de decisão, bem como o tratamento expĺıcito
das incertezas e a habilidade de assimilar novas informações em contextos adaptativos [2].

A solução do problema inverso pela abordagem Bayesiana consiste em se obter a pro-
babilidade a posteriori (Ppost(β|Ze)), com o emprego do teorema de Bayes, tal que:

Ppost(β|Ze) = P (Ze|β)Ppr(β)/P (Ze) (5)

onde Ppr(β) é a probabilidade a priori, P (Ze) é a função de densidade de probabilidade
marginal e P (Ze|β) é a verossimilhança obtida pela Equação (6) que descreve a probabi-
lidade de se encontrar os dados experimentais Ze, sabendo a resposta real e desconhecida
do problema f́ısico (Z(β)) e a variância (V ) dos dados experimentais [9]:

P (Ze|β) =
1√

detV (2π)ne
exp

[
− 1

2
(Ze −Zm)TV −1(Ze −Zm)

]
(6)

onde ne representa o número de dados experimentais considerados no problema.
Em problemas mais complexos a informação a priori nem sempre pode ser representada

por uma distribuição normal ou mesmo uniforme, o que torna muito complicado a obtenção
de uma distribuição de probabilidade a posteriori. Nesses casos é necessário o emprego
de técnicas de amostragem para simular as amostras de distribuição a posteriori e inferir
medidas de tendência central e de dispersão desta distribuição [6]. Dentre essas técnicas
de amostragem destaca-se o método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). A
ideia essencial do MCMC é simular uma sequência aleatória de distribuições a posteriori
convergente para uma distribuição estacionária e de interesse do problema inverso.

4 Resultados

Para a análise e comprovação da efetividade dos métodos de solução do problema
direto e inverso foram considerados os seguintes valores C0 = 50mg/l, C1 = 50mg/l,
Ca = 100mg/l, D − E = 0, 1kg/m2s e W = 0. Para a velocidade longitudinal (U(z)) foi
traçado um perfil logaŕıtmico em função de z e da velocidade média do escoamento (U).

Para a solução do problema direto foram considerados os valores Ws = 0, 013m/s,
U = 1m/s, e coeficientes de dispersão Dx = 0, 25m2/s e Dz = 0, 006m2/s obtidos pelas
fórmulas emṕıricas estabelecidas, respectivamente, por [5] e [4].

Na Tabela 1 é apresentado o comportamento da convergência da solução à medida que
se aumenta a ordem de truncamento (N) da série na Equação (3b), de modo a atender
o ńıvel de precisão da solução e manter o mı́nimo esforço computacional. Observa-se que
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os resultados convergiram para pelo menos dois d́ıgitos significativos, demonstrando que
apenas 5 termos da série já é suficiente para obter uma boa convergência do modelo.

Tabela 1: Análise de convergência da solução em relação à ordem de truncamento (z = 0, 5 m).

X N=2 N=5 N=10 N=20 N=50 N=100

t = 100 s
0 47.93984 49.55828 49.90111 50.02409 49.99622 50.00093

40 42.85569 42.81924 42.84078 42.84237 42.85687 42.86311
80 37.08368 36.99077 37.00014 37.00086 37.00966 37.01231

120 34.82856 34.71409 34.72044 34.72027 34.71984 34.71854
160 34.83832 34.72336 34.73027 34.73046 34.73033 34.73026
200 34.83837 34.72358 34.73027 34.73045 34.73047 34.73048

Visando a solução do problema inverso de identificação dos parâmetros Dx, Dz, Ws e
U , a primeira etapa consistiu em realizar uma análise de sensibilidade para estudar o efeito
que a variação destes parâmetros pode ocasionar nos resultados. Esta análise contribui
significativamente na formulação e solução de problemas inversos pois permite, entre outras
coisas, a escolha de dados experimentais que resultem em melhores estimativas para os
parâmetros de interesse [1].

Na Figura 1 são apresentadas as curvas para cada coeficiente de sensibilidade obtidas
numericamente através de uma aproximação por diferenças finitas centradas, considerando
a expressão Xj

∼= (C(βj + εj)− C(βj − εj))/2εj com uma pequena variação εj para cada
parâmetro desconhecido j. Observou-se que as maiores variações para cada coeficiente de
sensibilidade foram encontrados nos primeiros 150 segundos. Diante disso, para a análise
do problema inverso, foram gerados dados experimentais sintéticos até 150 segundos com
intervalo de 2 segundos, considerando-se erros aditivos de uma distribuição normal com
média zero e desvio padrão de 5% da concentração inicial. Observa-se também que os valo-
res de sensibilidade para Dx e U se mostraram relativamente pequenos em comparação com
os demais valores, o que pode causar uma impossibilidade de estimação desses parâmetros.
Para contornar esse problema, foi considerada uma priori informativa para os parâmetros
Dx e U segundo uma distribuição normal com médias 0,25 m2/s e 1,0 m/s, respectiva-
mente, e desvio padrão de 10% de cada média.

Os resultados do MCMC estão apresentados na Figura 2, onde observa-se os histogra-
mas e a convergência das cadeias de Markov para os valores médios Dx = 0, 2509m2/s,
Dz = 0, 00622m2/s, U = 0, 9661m/s e Ws = 0, 0134m/s. Para alcançar a convergência
foram considerados uma cadeia de 100 000 estados e aquecimento de 50 000 estados.

5 Conclusões

A metodologia utilizada permitiu, através do problema inverso, estimar parâmetros
hidrodinâmicos e de transporte, em geral, de dif́ıcil medição, consequentemente possibi-
litando a observação de comportamentos esperados para a concentração de sedimentos
não-coesivos em corpos d’água naturais. Os resultados obtidos mostraram a evolução do
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Figura 1: Coeficientes de sensibilidade para os parâmetros Dx, Dz, U e Ws.

(a) Dx (b) Dz

(c) U (d) Ws

Figura 2: Evolução das Cadeias de Markov.

perfil de concentração de sedimentos em suspensão, e o decaimento do campo de concen-
tração nos casos de baixa disponibilidade de sedimentos. A utilização da técnica GITT
na solução do problema proposto se mostrou plauśıvel e rápida, como era desejável para
a viabilidade da solução do problema inverso obtida pelo MCMC.

Para trabalhos futuros, recomenda-se aplicar outros métodos de estimação de parâmetros
a fim de comparar com os resultados aqui obtidos pelo MCMC.
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Os autores agradecem à FAPERJ, Fundação Carlos Chagas Filho de Amparo à Pes-
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