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Resumo. Neste trabalho obtemos uma caracterizacao dos grafos uniciclicos singulares
através do suporte de suas arvores pendentes. Além disso, mostramos que o suporte de
algumas arvores pendentes de um grafo G uniciclico do tipo I estd contido no suporte de G.
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1 Introducao

Neste trabalho estudamos o suporte de grafos uniciclicos. O suporte de um grafo é um
subconjunto de vértices do grafo tal que pelo menos uma de suas respectivas coordenadas
dos autovetores da base do espaco nulo da matriz de adjacéncia é diferente de zero. O
estudo do suporte de grafo é muito importante, pois ele nos fornece informagoes sobre
o grafo. Por exemplo, os autores do artigo [3] mostram que o suporte de uma arvore é
sempre um conjunto independente e em algumas classes de arvores o suporte é um conjunto
independente de cardinalidade maxima.

Nessa 6tica, nos propomos a estudar quais caracteristicas podemos obter de um grafo
uniciclico através do seu suporte. Note que uma caracterizacdo dos grafos uniciclicos
singulares é muito importante, pois é nesta classe de grafos uniciclicos que o espaco nulo
da matriz de adjacéncia é nao trivial, por consequéncia, é nesta classe que o suporte é
nao vazio e toda a teoria de suporte é dtil. Em [4] hd uma caracterizacao dos grafos
uniciclicos singulares. Em nosso trabalho mostramos uma caracterizacao alternativa dos
grafos uniciclicos singulares através do suporte de suas arvores pendentes. Mostramos
também que para verificar se um grafo uniciclico é do tipo I ou II basta averiguarmos se
o vértice de interseccao da drvore pendente com o ciclo do grafo uniciclico estd ou nao no
suporte desta arvore pendente. Além disso, mostramos que o suporte de algumas arvores
pendentes de um grafo G uniciclico do tipo I esta contido no suporte de G.

2 Definicoes e notacoes iniciais

Seja G = (V, E) um grafo com n vértices, com V = {vy,...,v,}. A matriz de ad-
jacéncia de G, denotada por A(G), é a matriz quadrada de ordem n cujas entradas a;;
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sao:
1, se {v;,v;} € E;
al-j =
0, se{v,v;} ¢ E.

A nulidade de um grafo G, denotada por n(G), é a nulidade de sua matriz de ad-
jacéncia A(G), ou seja, ¢ a multiplicade de zero como autovalor de A(G). Denote por €y
o autoespago de A(G) associado a A, ou seja, ey = {x € R" : A(G)z = Az}. O autoespago
associado ao autovalor zero (g¢) é o foco do nosso trabalho e denotaremos por N (G).

A Figura 1 exibe o ciclo Cy e sua matriz de adjacéncia. O ciclo Cy tem nulidade 2,
pois zero é um autovalor de multiplicidade 2 da matriz A(Cy).

Exemplo
D@
vy O 1 0 O
AC)= v2 |1 0 1 0
©=nlo 1 0o 1
(—) wlo o 1 0

Cy
Figura 1: Ciclo C4 e sua matriz de adjacéncia.

Definicao 2.1. Um emparelhamento M de um grafo G € um conjunto de arestas de G
tal que quaisquer duas arestas em M nao possuem vértices em comum. Um vértice de G €
dito saturado por M se existe uma aresta de M que incide neste vértice, caso contrdrio €
dito nao saturado por M. Além disso, um emparelhamento € dito perfeito se satura todos
0s vértices de G.

Na Figura 2, a arvore & esquerda tem emparelhamento dado por {{vy,vs},{vs,v6}} e a
arvore a direita tem emparelhamento perfeito dado por {{v7,v9}, {vs,v10}, {v11,v14},

{U12a UlB}}‘
() ()

—(0)—(5)—() ()—(110)
¢4 OO

Figura 2: Emparelhamento e emparelhamento perfeito.

Denote por EG(G) o conjunto de todos vértices nao saturados por algum emparelha-
mento de cardinalidade maxima em G.
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Definigao 2.2. Um grafo G € dito nao singular se A(G) for ndo singular, ou, equivalen-
temente, se n(G) = 0. Caso contrario, o grafo G é chamado de singular.

O Teorema a seguir o caracteriza totalmente as arvores singulares e é usado na de-
monstragao dos teoremas de caraterizacao dos grafos uniciclicos singulares e nao sigulares.

Teorema 2.1. [1/ T é uma drvore nao singular se e somente se T tem um emparelha-
mento perfeito.

Como podemos ver na Figura 2, a arvore a direita é uma arvore nao singular, pois
possui emparelhamento perfeito.

3 Suporte

Nesta secao introduzimos o conceito de suporte de um grafo.

Definicao 3.1. [3] Sejam G um grafo de ordem n e x um vetor do R"™. O suporte de x
em G € o conjunto abaizo Suppg(x) = {v € V(G) : x, # 0}.
Seja S um subconjunto do R™, entdo o suporte de S em G é Suppg(S) = J,ecg Suppa().

Considere T a arvore a esquerda da Figura 2, e segue o conjunto de vetores abaixo:
S ={(0,1,0,—1,0,0),(0,0,1,—-1,0,0)!}. Logo temos que Suppr(S) = {va,v3,v4}.

O resultado a seguir nos mostra que para obtermos o suporte de um autoespaco de
A(QG) basta analisarmos as coordenadas dos vetores da base deste autoespago.

Lema 3.1. [3] Dado um grafo G, e um autovalor A de A(G). Seja B = {by,...,bx} uma
base de ey, entao Suppg(ex) = Suppa(B).

Teorema 3.1. [3] Se T uma drvore, entdo EG(T) = Supp(T).

Neste trabalho estamos interessados no suporte do espago nulo de A(G), ou seja, nosso
foco é o Suppa(N(G)), que para facilitar denotaremos por Supp(G).

4 Grafos uniciclicos nao singulares

Nesta secao apresentaremos nossas primeiras contribuicoes, a mais importante delas
é uma caracterizacao dos grafos uniciclicos nao singulares através do suporte de suas
arvores pendentes. O problema de caracterizacao de grafos singulares e nao singulares
esté totalmente caracterizado para o caso em que G = C},. O Teorema 4.1 exibe uma boa
caracterizagao para este caso. Por este fato, daqui em diante consideraremos G um grafo
uniciclico com G # C,.

Teorema 4.1. [5] Seja G = C,,. Entdo n(G) =0 se somente se n # 4k, com k € N.

Seja G um grafo uniciclico e C' o ciclo de G. Para cada v € V(C'), denote por G{v} a
arvore pendente, que é o maior subgrafo induzido de G que é uma arvore e cuja intersecao
com o ciclo C' é o unico vértice v. Observe que GG pode ser obtido, identificando cada
vértice v do ciclo C' com o vértice v de sua arvore pendente G{v}. A Figura 3 exibe um
grafo uniciclico G' com suas drvores pendentes G{v1 }, G{va} ¢ G{vs}.
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Figura 3: Grafo uniciclico e suas drvores pendentes.

Definicao 4.1. [2] O grafo uniciclico G € dito do tipo I se existe um vértice v no ciclo
de G tal que v € sempre saturado por qualquer emparelhamento maximo em G{v}, caso
contrdario, G € dito do tipo I1.

O grafo uniciclico Figura 3 é do tipo I, note que o vértice vy é sempre saturado por
qualquer emparelhamento maximo em G{v;}. De fato, os emparelhamentos de cardinali-
dade maxima em G{v; } sao {{a, q},{v1,i}, {4, }} e {{r,q},{v1,7},{J,!}} e ambos saturam
v1. Ja o grafo uniciclico da Figura 4 é do tipo I, pois nas suas arvores pendentes G{v4},
G{vs} e G{vs} encontramos emparelhamentos de cardinalidade méxima que nao saturam
v4, V5 € vg, respectivamente. Por exemplo, {{a,q},{j,i}}, {{m,n}} e {{g,d}} sdo empa-
relhamentos de cardinalidade méaxima em G{v4}, G{vs} e G{vg} que nao saturam vy, vs
e vg, respectivamente.

Figura 4: Grafo uniciclico do tipo II.

Os préximos dois resultados sao nossas primeiras contribuigoes, onde mostramos que
para verificar se um grafo uniciclico é do tipo I ou I basta averiguarmos se o vértice
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de interseccao da arvore pendente com o ciclo do grafo uniciclico estd ou nao no suporte
desta arvore pendente.

Teorema 4.2. Um grafo G uniciclico é do tipo I se e somente se existir pelo menos uma
drvore G{v} pendente de G tal que v ¢ Supp(G{v}).

Demonstragdo. Como G é do tipo I sabemos que existe um vértice v no ciclo de G tal que v
é sempre saturado por qualquer emparelhamento maximo em G{v}. Além disso, pelo Teo-
rema 3.1 segue que um vértice w na arvore G{v} é saturado por qualquer emparelhamento
méximo se e somente se w ¢ Supp(G{v}). Em particular, o vértice v obrigatoriamente
nao estd no suporte de G{v}. O

Corolario 4.1. Um grafo G uniciclico € do tipo I1 se e somente se toda drvore G{v}
pendente de G € tal que v € Supp(G{v}).

Demonstragdo. Segue direto do Teorema 4.2. O

O Teorema 4.3 usamos para demonstrar os Teoremas 4.4 e 4.5.

Teorema 4.3. [2] Seja G um grafo uniciclico e C o ciclo de G. Se G ¢é do tipo I e
v € V(C) um vértice saturado por qualquer emparelhamento mdzimo em G{v}, entdo

n(G) = n(G{v}) +n(G — G{v}).
Se G € do tipo II entio n(G) = n(G — C) + n(C).

Os dois préximos Teoremas 4.4 e 4.5 sao nossas contribuicoes onde obtemos uma
caracterizagao para grafos uniciclicos nao singulares do tipo I e 11 através do suporte de
suas arvores pendentes.

Teorema 4.4. Seja G um grafo uniciclico com pelo menos uma darvore G{v} pendente de
G tal que v ¢ Supp(G{v}). O grafo G € nao singular se e somente se as drvores G{v} e
G — G{v} tém emparelhamento perfeito.

Demonstragao. Como existe uma drvore G{v} pendente de G tal que v ¢ Supp(G{v}),
concluimos pelo Teorema 4.2 que G é do tipo I. Logo pelo Teorema 4.3 sabemos que G
terd nulidade nula se somente se G{v} e G — G{v} tiverem nulidade nula também, e segue
do Teorema 2.1 que isso acontece se e somente se as arvores G{v} e G — G{v} tiverem
emparelhamento perfeito. ]

Teorema 4.5. Seja G um grafo uniciclico com toda drvore G{v} pendente de G ¢é tal que
v € Supp(G{v}). O grafo G € nao singular se e somente se as drvores que compéem a
floresta G — C' tiverem emparelhamento perfeito e o ciclo C' tiver comprimento diferente
de um maltiplo de 4.

Demonstragao. De fato, como toda drvore G{v} pendente de G é tal que v € Supp(G{v})
concluimos pelo Corolario 4.1 que G é do tipo I1. Logo pelo Teorema 4.3 sabemos que G
terd nulidade nula se somente se G — C e C' tiverem nulidade nula também, e segue dos
Teoremas 2.1 e 4.1 que isso acontece se e somente se as arvores que compoem a floresta
G — C tiverem emparelhamento perfeito e o ciclo C tiver comprimento diferente de um
multiplo de 4. U
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5 Grafos uniciclicos singulares

Nesta secao exibiremos duas de nossas contribuigoes sobre grafos uniciclicos singulares.
O Corolario 5.1 é uma caracterizagao dos grafos uniciclicos singulares através do su-
porte de suas arvores pendentes.

Corolario 5.1. Seja G um grafo uniciclico. Considere C' o ciclo de G. O grafo G é
singular se e somente se uma das quatro condi¢oes abairo acontecer:

(i) Existe uma drvore pendente G{v}, com v ¢ Supp(G{v}), que nao tem emparelha-
mento perfeito;

(i) Eziste uma drvore pendente G{v}, com v ¢ Supp(G{v}), tal que G — G{v} nao tem
emparelhamento perfeito;

(iit) Toda drvore G{v} pendente de G € tal que v € Supp(G{v}) e pelo menos uma das
drvores que compoem a floresta G — C' nao tiver emparelhamento perfeito;

(iv) Toda drvore G{v} pendente de G € tal que v € Supp(G{v}) e o ciclo C tiver com-
primento igual a um maultiplo de 4.

Demonstragdo. Segue direto dos Teoremas 4.4 e 4.5. U

O Teorema 5.1 exibe uma forma de obter parte do suporte de um grafo uniciclico do
tipo I através do suporte de algumas de suas arvores pendentes.

Teorema 5.1. Seja G um grafo uniciclico. Seja wma drvore pendente G{v} tal que v ¢
Supp(G{v}). Entio Supp(G{v}) C Supp(Q).

Demonstragao. Dado um vértice v € Supp(G{v;}), temos que existe um vetor = €
N(G{v;}), com z, # 0. Defina o vetor w da seguinte forma:

1- Para cada v € V(G) — V(G{v;}), w, = 0;

2- Para cada v € V(G{v;})), wy, = zy.

Note que a matriz de adjacéncia de G tem o seguinte aspecto:

V(G{v1}) ... V(Hvi-1}) V(G{u}) V(G{viq1}) ... V(G{w})

V(G[n)) [AG)) - 0 o 0 o Vet
VGl | 0 o AGmap) M 0 0
AG) = V(G{uvi}) o M? A(G{vi}) B Y
V(G{U¢+1}) Ot A Ot Bt A(G{U¢+1}) 0

VG{w) L ot . ot 0! ot Ao}

Onde M, B e C sao submatrizes com quase todas entradas nulas, com excegao das
entradas correspondentes as adjacéncias entre v;_1 € v, v; € viy1, V1 € Vg, respectivamente.
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Observe que w € N(G). De fato, como v; ¢ Supp(G{v;}) temos que x,, = 0. Logo temos

que
0 0
Mz Ty, -1
AGw = | A(G{v;})x | = | A(G{v;})z | =0.
Bt.x T, -1
0 0

Como w, = x,, # 0 concluimos que u € Supp(G), como querfamos mostrar.

O

Considere G o grafo uniciclico da Figura 3. Note que temos Supp(G{vi1}) = {a,r} e
Supp(G{va}) = {o,p} logo pelo Teorema 5.1 podemos concluir que {a,r,0,p} C Supp(G).

6 Conclusoes

Pretendemos avancar nossos estudos sobre o suporte de grafos uniciclicos, pois acreditamos
que suporte nos dé caracteristicas importantes sobre os grafos uniciclicos. Por exemplo,
nossos experimentos indicam que o suporte forma um conjunto independente de vértices
em algumas classes de grafos uniciclicos. Além disso, almejamos obter uma férmula para
o nimero de independéncia e o nimero de emparelhamento para grafos uniciclicos dentro
desta classe, algo semelhante a férmula obtida pelos autores de [3].
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