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Resumo. Métodos iterativos precondicionados sao utilizados para solucao dos sistemas
lineares dos métodos de pontos interiores com o objetivo final de resolver problemas de oti-
mizagao linear de grande porte. Durante as iteragoes dos métodos de pontos interiores, a
matriz de coeficientes se torna mal condicionada, ocasionando instabilidade numérica e difi-
culdades em encontrar a solucao, principalmente quando métodos iterativos sao utilizados.
Assim, a escolha do precondicionador é essencial para o sucesso da abordagem. O traba-
lho propoe alteragoes na construcao do precondicionador separador; o conceito de grupos e
um novo critério de ordenamento das colunas que preserva a estrutura esparsa da matriz
de coeficientes original sao adotados. Resultados teéricos mostram que a matriz do novo
precondicionador separador tem o nuimero de condicao limitado. Os estudos de caso mos-
tram que a abordagem é promissora na solugao de problemas de otimizagao linear de grande
porte.

Palavras-chave. Métodos de Pontos Interiores, Precondicionador Separador, Métodos Ite-
rativos, Programacao Linear.

1 Introducao

Os métodos de pontos interiores (MPI) tém sido amplamente utilizados para a solugao
de problemas de otimizacao linear [10]. Suas propriedades teéricas e bons desempenhos
computacionais tém motivado o interesse da comunidade cientifica, principalmente para a
solugao de problemas de grande porte. Cada iteracdo dos MPI envolve a solucao de um
ou mais sistemas lineares, que quase sempre possuem dimensoes elevadas e alto grau de
esparsidade. Resolver esses sistemas é a parte que demanda maior esfor¢co computacional
de cada iteracao dos MPI.

Existem varias abordagens para resolver esses sistemas lineares. A maioria das im-
plementagoes utilizam a fatoragao de Cholesky [9]. No entanto, no decorrer das iteragoes
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dos MPI, a matriz de coeficientes se torna mal condicionada e densa, o que tem moti-
vado o estudo de estratégias que contornem o problema do mau condicionamento. Os
métodos iterativos sao escolhas atrativas para solucao desses sistemas e o uso de bons
precondicionadores é essencial para o sucesso dos métodos.

Oliveira e Sorensen [12] mostraram que todo precondicionador para o sistema de
equacoes normais pode gerar um precondicionador para o sistema aumentado, mas o
contrario nao é verdadeiro. Isso motivou o desenvolvimento de precondicionadores para
tais sistemas [1,2,6]. No entanto, com o sistema de equagdes normais, é possivel utilizar o
método dos gradientes conjugados, uma vez que a matriz de coeficientes é simétrica e de-
finida positiva. Assim, precondicionadores para o sistema de equacbes normais ganharam
espaco, especialmente para solugao de problemas de programagao linear por MPI [3].

O precondicionador separador proposto por Oliveira e Sorensen [12] apresenta bons
resultados nas iteragoes finais dos MPI, quando o sistema estd muito mal condicionado.
Este trabalho apresenta uma nova abordagem para a construcao do precondicionador
separador que melhora as caracteristicas de esparsidade dos sistemas de equagoes através
de um novo critério de ordenamento das colunas.

2 Sistemas lineares dos métodos de pontos interiores

Durante os métodos de pontos interiores, é necessario resolver o sistema linear

A 0 O Ax Tp
0 AT T Ay [ =1 7a |, (1)
Z 0 X Az T

onde r, = b — Ax, ra=c—ATy—2z e r.=pe — XZe.
Eliminando Az = X ~!(r. — ZAx) da segunda equacao de (1), temos:
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onde D' = X~'Z and g = ry— X 'r.. Aé conhecido como sistema aumentado; a matriz
¢é simétrica e indefinida.
Eliminando Az de (2), o sistema é reduzido ao sistema de equagdes normais:

ADAT Ay = ADg + 1. (3)
S

A matriz S = ADAT é chamada de complemento de Schur, é simétrica e definida
positiva. Normalmente a fatoracao de Cholesky é aplicada para resolver o sistema. No
entanto, durante o processo de pivoteamento, a matriz de coeficientes perde sua estrutura
esparsa e frequentemente ocorrem restricoes de tempo de processamento e limitacao de
meméria. Devido a isso, os métodos iterativos se tornam uma alternativa atraente e a
escolha de um precondicionador eficiente é essencial para o sucesso da abordagem.

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0457 010457-2 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0457

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

Durante as iteragoes dos MPI, somente a matriz diagonal D se altera a cada iteracao.
Além disso, D é altamente mal condicionada, em especial quando os MPI se aproximam
da solugéo étima.

O objetivo deste estudo é melhorar o condicionamento do sistema. Especificamente, o
trabalho estende os resultados apresentados em [7] para o precondicionador separador [12].
O objetivo final do trabalho é obter uma implementagao simples, robusta e com tempo
computacional adequado.

3 Precondicionadores

O precondicionador separador, proposto por Oliveira e Sorensen, 2005 [12] foi origi-
nalmente criado para o sistema aumentado dos MPI. No entanto, pode ser facilmente
estendido para o sistema de equagoes normais. Seu bom desempenho nas iteragoes finais
dos MPI, onde a maioria dos precondicionadores perdem a eficiéncia, é uma caracteristica
desejavel.

Seja A = [B N]P onde P é a matriz de permutacao e B é nao singular. Consi-

D
4 T B
dere também PDP* = [ 0 Dy

ADAT = BDgBT + NDyNT.

_1
Agora, multiplicando por Dg? B! e pés-multiplicando pela sua transposta

] . Sem perda de generalidade assuma P = [. Assim,

_1 _1
T=Dg*B Y ADA"BTD,> =T+ WWT,

1 1
onde W = D;?B~'ND3,.

Préximo da solucéo, pelo menos n — m entradas de D sdo pequenas. Assim, com uma
escolha adequada das colunas de B, as diagonais de Dgl e Dy passam a ter elementos
muito pequenos proximo a solucao. Nessa situacao, W aproxima-se da matriz nula, a
matriz precondicionada aproxima-se da matriz identidade.

Embora a ideia seja simples, o calculo de B demanda grande esfor¢o computacional [8].
Por outro lado, a mesma matriz B pode ser reusada por mais de uma iteracao, nao
acrescentando custo computacional a cada iteragao.

Os autores sugerem a escolha das m primeiras colunas linearmente independentes com
a menor norma-1 de AD. Em [13], essa heuristica foi aprimorada e resultados melhores
foram obtidos utilizando-se a norma-2.

A maneira mais simples de calcular B é através da fatoragao LU, trabalhando com
atualizacao atrasada pois quando uma coluna linearmente dependente aparece, ela é eli-
minada da fatoracao e o método prossegue com as préximas colunas, ordenadas conforme
a heuristica. No entanto, o processo pode levar ao numero excessivo de fill-in. Uma
estratégia para evitar o problema consiste em interromper a fatoracdo quando preenchi-
mento permitido for ultrapassado. Nesse caso, as colunas sao reordenadas e a fatoracao é
reiniciada.

A préoxima segdo apresenta a estratégia desenvolvida a fim de reduzir o custo compu-
tacional no calculo da matriz B.
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3.1 Novo critério de ordenamento

Baseados em [11] e [7], este trabalho propoe reordenar as colunas da matriz A em

ordem decrescente hj = d;]/.zﬂaj || e dividir as colunas ordenadas em grupos de acordo com
um critério de reordenamento.

O processo se inicia ordenando hs1y > hsig) > ... > hgy), onde § é a permutagao
de {1,...n}. Para simplificar a notagdo vamos considerar ¢ a matriz identidade. Entao,
particiona-se os escalares h; em k grupos Gfi,..., Gy, contendo nq,...,n; elementos em
cada grupo, tal que

hi%igp hj > hfggfﬂ hj, forp=1,...,k—1

Seja J; = {j : hj € G;} o conjunto dos indices dentro de cada grupo. Entao, as a;
colunas de A sao divididas em k grupos {a; : j € J;}. A ordem das colunas dentro de
cada grupo é arbitraria e pode seguir algum critério escolhido. Neste trabalho, o critério
adotado foi a esparsidade. Para compor a base B sao selecionadas as m primeiras colunas
linearmente independentes apds todos os reordenamentos.

_1
Teorema 3.1. Suponha que B seja a base encontrada e R = DB2B_1 o precondicionador
separador. Entdo
cond(RADATRT) < mnC?||B7Y|2, onde

max{h; : j € J;}
; . ,i=1,... k.
min{h; : j € J;}

C =max{cy,...,ck}, ¢ =

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada em [4].

O Teorema 3.1 mostra que o nimero de condigao da matriz precondicionada consi-
derando a separacao das colunas em grupos € limitado. Além disso, esse valor nao é
influenciado nem pelo nimero de iteracées do método iterativo, nem pelo critério de or-
denamento dentro de cada grupo.

4 Estudos de casos

Todos os experimentos foram realizados utilizando o cédigo PCx [5] em linguagem de
programacao C. A rotina para solugao do sistema linear (3) que originalmente era resolvida
pela fatoracao de Cholesky, foi alterada para o método do gradiente conjugado precondi-
cionado pelo precondicionador separador, adotando o novo critério de ordenamento das
colunas de B, proposto na Secao 3.1.

Testes computacionais sobre a quantidade de grupos indicaram que y/m/4 é um bom
numero, onde m é o nimero de linhas do problema. Essa escolha pode ser explicada pelo
fato que se houver muitos grupos, eles serdo compostos de poucas colunas e o critério de
esparsidade serd perdido. Por outro lado, se houver um nimero pequeno de grupos, o
método dos gradientes conjugados requererd muitas iteragoes para convergir, fazendo a
convergéncia dos métodos de pontos interiores lenta. Para divisao dos grupos utiliza-se os
resultados do Teorema 3.1. Apds o célculo de todos os ¢; = %, os maiores ¢; definem os
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limites de cada grupo. Dentro de cada grupo, as colunas sao ordenadas pela mais esparsa
até a menos esparsa. Depois disso é calculada a matriz B.

A nova abordagem do precondicionador separador foi testada em alguns problemas de
grande porte. A Tabela 1 mostra os dados dos problemas. Na primeira coluna esté o nome
do problema; as colunas seguintes mostram a biblioteca, o nimero de linhas, colunas e o
numero de elementos nao nulos, respectivamente.

Tabela 1: Dados dos problemas

—Problema Biblioteca Linhas | Colunas | Elementos nao nulos
Ken-11 KENNINGTON 11548 18203 43161
Ken-13 KENNINGTON 23393 37420 84909
Ken-18 KENNINGTON | 105128 154699 512719
els19 QAP 4350 13186 50882
chr25a QAP 8149 15325 53725
scrlb QAP 2234 6210 24060
scr20 QAP 5079 15980 61780
scsd8-2b-64 STOCHLP 5130 35910 112770
scsd8-2c-64 STOCHLP 5130 35910 112770
scsd8-2r-432 STOCHLP 8650 60550 190210
Pds-30 MISC 49144 157845 338852
Pds-40 MISC 64265 214385 457538
qapl2 NETLIB 2794 8856 33528
qapl5 NETLIB 5698 22275 85470
nug08 MISC 742 1632 5936
nugl2 MISC 2794 8856 33528
nuglh MISC 5698 22275 85470

Uma comparacao das solucoes dos problemas utilizando o precondicionador separador
antes e apds a modificacdo é apresentada na Tabela 2. A primeira coluna apresenta o
nome do problema. As duas colunas seguintes tém o total de iteracoes dos MPI e o tempo
computacional, em segundos, utilizando o precondicionador separador na versao original.
As colunas quatro e cinco, mostram o total de iteracoes dos MPI e o tempo computacional,
em segundos, utilizando o precondicionador separador na versao modificada. A tltima
coluna apresenta a razao da melhora do tempo computacional quando comparadas as
duas versoes. O precondicionador separador foi utilizado em todas as iteragoes dos MPI.

Observe que o total de iteragoes dos MPI é alterado em alguns problemas. No entanto,
o tempo computacional foi reduzido em todos os casos.

5 Conclusoes

Este trabalho retomou a linha das contribuigoes de [12], que propuseram uma nova
classe de precondicionadores para solucao de sistemas de equagoes normais por métodos
iterativos.

A nova abordagem propoe a separacao das colunas da matriz precondicionadora em
grupos e adotando a esparsidade como critério de reordenamento das colunas, obtém-se o
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Tabela 2: Comparagao da performance dos MPI utilizando as diferentes versoes do pre-
condicionador separador.

Versao Original | Versao Modificada
Problema MPI | tempo(s) | MPI | tempo(s) difererizzsafloia:csempos
Ken-11 22 26.28 22 24.56 93.46
Ken-13 28 180.15 28 122.09 67.77
Ken-18 35 2168.39 35 1426.70 65.80
els19 31 120.07 31 97.25 80.99
chr25a 28 32.54 28 30.08 92.44
scrld 24 16.09 29 13.85 86.08
scr20 22 193.42 24 15.83 8.18
scsd8-2b-64 7 3.98 7 2.90 72.86
scsd8-2c-64 7 3.09 7 2.45 79.29
scsd8-2r-432 18 22.13 9 9.49 42.88
Pds-30 72 4786.30 72 3563.12 74.44
Pds-40 77 | 10575.72 7 8332.40 78.79
qapl2 21 | 373.76 | 21 347.43 92.96
qapls 23 5310.72 24 5183.37 97.60
nug08 9 1.21 9 1.20 99.17
nugl?2 20 369.00 20 317.11 85.94
nuglh 23 | 5271.29 26 4146.33 78.66

precondicionador separador o mais esparso possivel.

Resultados tedricos mostram que, utilizando a particao em grupos, o numero de
condicao da matriz precondicionada é limitado, independente do critério de reordena-
mento adotado. Experimentos computacionais mostram que para problemas de grande
porte, o tempo computacional é reduzido. Com esses resultados é possivel afirmar que a
abordagem ¢ especialmente atraente para solucao de problemas de grande porte.

Investigacoes adicionais & esse trabalho visam estudos sobre uma abordagem precon-
dicionadora hibrida em duas fases. Na primeira fase, um precondicionador que apresente
bom desempenho nas iteracoes iniciais dos MPI é utilizado. Quando esse precondicionador
perde sua eficiéncia a segunda fase é ativada e o precondicionador separador na sua versao
modificada é utilizado até o final das iteracdes dos MPI.
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